I sistemi lineari

In questo capitolo verranno descritte le proprieta dei sistemi lineari stazionari continui
e discreti.

3.1 MOTO E RISPOSTA DEI SISTEMI LINEARI DISCRETI

Si consideri un sistema lineare e stazionario discreto, descritto dal modello ingresso/
stato/uscita

x(t+1)=Agx(t)+ Bju(t), (3.1.1)

y(t) = Cax(t) + Dau(t), (3.1.2)

(identico al modello (1.8.8), (1.8.9) ma stazionario), I’istante iniziale o = 0, lo stato
iniziale xq e la sequenza di ingresso u(0), u(1), .... Al tempo ¢ = 1 risulta

x(1)=Azx9 + Bgu(0)
y(1) = CaAgxo + CaBqu(0) + Dgu(l)
mentre per t = 2 risulta
x(2) = A2xg + AgByu(0) + Byu(l)
y(2) = Cq Ajx0 + CaAaBu(0) + CqBqu(l) + Dgu(2).
Piu in generale, per un valore generico del tempo, ¢ = k, valgono le relazioni
k—1

x(k)=Afxo + Y A Bau(i) (3.1.3)
i=0
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k—1
y(k) = Ca Alyxo + Y Cq AS7" Bqu(i) + Dy u(k) (3.1.4)

i=0
che descrivono il moto e la risposta del sistema. Il secondo membro della (3.1.3) ¢
quindi costituito dalla funzione di transizione ¢(k, 0, xo, [0, k]) mentre il secondo
membro della (3.1.4) ¢ la funzione di risposta y (k, 0, xg, [0, k]). La matrice di tran-

sizione ¢ data da
@ (k,0) = A%; (3.1.5)

il moto libero ed il moto forzato sono dati, rispettivamente, da

@ (k, 0) xo = AL xg (3.1.6)

k—1
> AT ByuG). (3.1.7)
i=0

Analogamente le espressioni della risposta libera e della risposta forzata sono

Yo(k) = Ca Afj xo (3.1.8)
k—1 ‘
> Ca A5 Bau(i) + Dy uk). (3.1.9)
i=0

Si consideri ora la funzione discreta A(?), identicamente nulla per ogni ¢ # 0 e con
A(0) = 1 (impulso unitario) riportata in Figura 3.1

Figura 3.1 — Impulso unitario

ed un ingresso identicamente nullo ad eccezione della sua componente j—esima posta
eguale a A(r), u;j(r) = A(¢). Larisposta a tale ingresso del sistema (3.1.1), (3.1.2) a
partire dallo stato x(0) = O ¢ data, per ogni ¢t > 0, da

y(t) = Cq AT Bye;



R. Guidorzi - Introduzione ai modelli nello spazio degli stati 3

ove ¢; indica la j—esima colonna della matrice identita. La matrice
W(t) = Cq AT By (3.1.10)

viene detta risposta impulsiva del sistema perché la sua colonna j—esima costituisce la
risposta del sistema, con stato iniziale zero, all’impulso unitario applicato, per t = 0,
al suo ingresso j—esimo (mantenendo tutti gli altri ingressi a zero).

Esempio 3.1

Si consideri il sistema lineare stazionario e discreto descritto dalle matrici

O

Ca=1[1 1] Dg=1[2],

[}

e la sequenza di ingresso u(0) = 1, u(l) = —1, u(2) = 0, u(3) = 2. Il moto libero
del sistema ¢ dato da

lo stato iniziale

xi(1) = Ag x(0) = [_}] x1(2) = A3 x(0) = [‘é]

2 -3
x,(3)=A§x(0):[_3] xl(4)=A3x(0)=[ 5]
mentre il moto forzato ¢ dato da

xp(1) = Bgu(0) = [(1)]

xf(2) = AgBgu(0) + Bgu(l) = [_”

xp(3) = AJBqu(0) + AgByu(l) + Byu(2) = [_;]

xp(4) = A3Bau(0) + A3Bau(1) + AgBqu(2) + Bqu(3) = [g}

Il moto totale, somma del moto libero e di quello forzato, ¢

x(l):{_%], x(2):|:_§:|, x(3)=[_§], x(4)=[_§].
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La risposta del sistema ¢ data da
y(0) =3, y() =—1, y(2) =1, y(3) =2.
Infine la risposta impulsiva ¢ data da
W(1)=CyBs=1, WQ2)=CyAqBs=1, W(3)=Cy4A%B; =0,

W@4) =CqA3Byi=1, W) =CaA%B;=—1, ...

3.2 MOTO E RISPOSTA DEI SISTEMI LINEARI CONTINUI

Si consideri un sistema lineare e stazionario continuo, descritto dal modello ingresso/
stato/uscita

x(t)=Ax(t)+ Bu(t), (3.2.1)
y@) =Cx@)+ Du(r), (3.2.2)
(identico al modello (1.8.6), (1.8.7) ma stazionario), I’istante iniziale 7y = 0, lo stato
iniziale x( e la funzione di ingresso u[0, ¢]. Il moto libero del sistema ¢ descritto dalla

relazione
x1(t) = ¢(t,0,x0,0) = ®(£,0) xo (3.2.3)

ove la matrice ® (¢, 0), detta matrice di transizione, ¢ data dalla successione

A?t? Alt!
d)(t,O):I—i—At-I—T—i-...—O— 7 +... (3.2.4)
cioe dall’esponenziale della matrice dinamica A
®(t,0) = ™. (3.2.5)

La matrice di transizione risulta non singolare per qualunque matrice A e per ogni
valore di ; in particolare, per t = 0 risulta ¢4’ = I. In ogni moto libero & quindi non
solo possibile calcolare lo stato finale in funzione di quello iniziale ma anche dedurre
lo stato iniziale in funzione di quello finale (invertibilita). Il moto forzato ¢ descritto
dall’espressione

t
xr(t) = ¢(t, 0,0, ul0, t])=f0 A" Bu(r)dr, (3.2.6)

quindi I’espressione completa del moto ¢

t
x(t) = eAlxg + f A" By (r)de (3.2.7)
0
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mentre quella della risposta ¢

t
y(t) = CeMxy+ / CeA""DBu(t)dr + Du(t). (3.2.8)
0

Il primo termine a secondo membro della (3.2.8) descrive la risposta libera, gli altri
due termini quella forzata.

Si consideri ora la funzione A (¢, T) rappresentata in Figura 3.2 e costituita da un
impulso di larghezza t e ampiezza 1/t (area unitaria) al tempo ¢t = 0. Si supponga
ora di rendere infinitesima la larghezza dell’impulso (concettualmente, di fare tendere
T a zero) e di applicare la funzione risultante, §(¢) all’ingresso j—esimo di un sistema
puramente dinamico (D = 0) il cui stato iniziale sia nullo (x (0) = 0) mantenendo tutti
gli altri ingressi a zero.

Figura 3.2 — Approssimazione dell’impulso di Dirac

La risposta del sistema a tale ingresso ¢ data da
y(t) = C e*'b;
essendo b; la j—esima colonna di B. La matrice
W(t)=Ce*B (3.2.9)

viene detta risposta impulsiva del sistema perché la sua colonna j—esima descrive
I’andamento dell’uscita del sistema a partire da stato iniziale nullo quando viene ap-
plicato al tempo zero un impulso di area unitaria € ampiezza infinitesima (impulso di
Dirac) all’ingresso j—esimo mantenendo tutti gli altri ingressi a zero.

Esempio 3.2
Si consideri il sistema lineare stazionario continuo descritto dalle matrici

] e

C=[-1 —-1],
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lo stato iniziale x(0) = 0 ed una funzione di ingresso data da un gradino unitario
applicato per t = 0 (u(¢t) =0 pert < 0,u(t) = 1 pert > 0). La risposta al gradino ¢
costituita dalla sola risposta forzata, data da

t
y(1) =f CeA'~DBu(r)dr
0

ed ¢ riportata, per t compreso tra 0 e 8 secondi, in Figura 3.3 ove si puo osservare come
venga raggiunto il valore di regime in circa 5 secondi e come il tempo necessario per
passare dal 10% al 90% del valore finale (fempo di salita) sia di circa 1.55 secondi.

Figura 3.3 — Risposta al gradino unitario

Larisposta impulsiva dello stesso sistema durante i primi 8 secondi ¢ riportata in Figura
3.4 dove si puo osservare come questa tenda a zero per ¢t — Q.

Figura 3.4 — Risposta impulsiva

Figura 3.5 — Evoluzione dello stato iniziale [2 217

Considerando, infine, lo stato iniziale x(0) = [2 2]7, I’evoluzione durante i primi
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8 secondi ¢ riportata in Figura 3.5 dove si puo notare come venga raggiunto, in tale
intervallo di tempo, lo stato finale 0.

3.3 | MODELLI DISCRETI DEI SISTEMI CONTINUI

I sistemi dinamici piu diffusi sono quelli continui mentre i modelli di uso piu frequente
sono quelli discreti; tali modelli vengono utilizzati anche per i sistemi continui perché
I’ingresso e 1’uscita di tali sistemi vengono spesso rilevati solo in certi istanti di tempo
(campionamento).

Per ottenere un modello discreto (3.1.1), (3.1.2) per un sistema continuo (3.2.1),
(3.2.2) sul quale sia effettuato un campionamento ad intervalli di tempo 7 occorre in-
trodurre I’ipotesi che I’ingresso subisca variazioni solamente negli istanti di tempo
to + kT (k = 0,1,...) net quali viene campionato anche il valore dello stato e
dell’uscita.

Le matrici Ay, By, Cq € Dy del modello discreto sono legate, in tale caso, alle
matrici A, B, C e D del modello continuo dalle seguenti relazioni

Ay =eAT (3.3.1)
T T
By = f AT =T pdr = (/ eAT dt) B (3.3.2)
0 0
C,=C (3.3.3)
Dy = D. (3.3.4)

La matrice dinamica A, ¢, in tale caso, sempre non singolare coincidendo con la
matrice di transizione del sistema continuo sull’intervallo di campionamento; la stessa
proprieta vale quindi anche per la matrice di transizione ® (k, 0) = Afl. Nel caso in cui
la matrice dinamica A del modello continuo risulti non singolare, I’espressione (3.3.2)
della matrice di distribuzione degli ingressi, By, del modello discreto assume la forma

Bi=A""e* —1)B=A""(A; - I)B. (3.3.5)

Esempio 3.3

Si consideri 1l sistema continuo dell’Esempio 3.2 ed un tempo di campionamento
T = 0.1 s. La matrice dinamica di un modello discreto di tale sistema ¢ data da

A — O1A o 0.9907 0.0903
4= ~1 _0.1807 0.8100 |-

La matrice di distribuzione degli ingressi, By, ¢

e e [ 01900
Ba= A" (Ad I)B”[—o.1994]’
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mentre la matrice di distribuzione delle uscite C; coincide con quella, C, del modello
continuo

Ci=C=[-1 —1].

3.4 GLI STATI DI EQUILIBRIO CON INGRESSO COSTANTE

E talvolta utile determinare il valore che lo stato e I’uscita di un sistema assumono, a
regime, quando viene applicato un ingresso costante, u.. Nel caso dei sistemi a tempo
discreto (3.1.1), (3.1.2) bastera imporre che il valore dello stato al tempo ¢ + 1 risulti
uguale al valore assunto al tempo #; ne segue la relazione

(I — Ad)xe = B, u,
dalla quale, se la matrice (I — Ay) risulta non singolare, si ricava lo stato di equilibrio
xe = (I — Ad)” ' Byue. (3.4.1)

Nel casoin cui (1 — Ay) risulti singolare, esiste piu di uno stato di equilibrio compatibile
con u.; I’insieme di tali stati ¢ dato dalla varieta lineare definita dal vettore (I —
AT Byu. (I — Ag)t =pseudoinversa di (I — Ay)) e dallo spazio nullo della matrice
(I — Ag).
Nel caso dei sistemi continui (3.2.1), (3.2.2) si imporra la nullita della derivata dello
stato; ne segue, qualora la matrice dinamica A sia non singolare, il valore dello stato
di equilibrio

xe=—A"'Bu,. (3.4.2)
Se A risulta singolare, I’'insieme degli stati di equilibrio compatibili con u. ¢ dato dalla
varieta lineare definita dal vettore AT Bu. (AT = pseudoinversa di A) e dallo spazio
nullo della matrice A.

Esempio 3.4

Quale applicazione delle espressioni (3.4.1) e (3.4.2) si determineranno gli stati ai
quali si portano, a regime, 1 sistemi considerati negli Esempi 3.1 e 3.2 in seguito alla
applicazione di un gradino unitario (ingresso costante eguale ad 1). Nel caso del sistema
discreto considerato nell’Esempio 3.1 si trova

- n=[ 4 ]3]

Per il sistema continuo considerato nell’Esempio 3.2 si ha

=8 ][ 3)-[4]
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Si noti come facendo riferimento al modello discreto dello stesso sistema, calcolato
nell’Esempio 3.3, si ottenga, grazie alla commutativita del prodotto tra A~! ed e47,

xe=(—Ad) 'Ba=(I—Ad)'A (44— 1)B=—A""B.

Risulta quindi indifferente, nel calcolo degli stati di equilibrio con ingresso costante,
I’uso di modelli continui o discreti di un sistema; si noti anche come lo stato del sistema
resti lo stesso passando da modelli continui a modelli discreti e viceversa.

3.5 RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA DEI SISTEMI DISCRETI

Si consideri il sistema lineare stazionario discreto (3.1.1), (3.1.2) e lo stato iniziale
x(0) = 0. Gli stati che possono essere raggiunti per t = 1 sono dati da

x(1) =A;x0) + By u(0) = By u(0).

Scegliendo opportunamente 1’ingresso #(0), x(1) puo essere eguagliato a qualunque
combinazione lineare delle colonne della matrice B,;; ne segue che

R (0) = im[By].

Facendo ora riferimento ad un intervallo di tempo di ampiezza 2, gli stati che possono
essere raggiunti dallo stato zero sono dati da

x(2) = A2 x(0) + AgBgu(0) + Byu(l) = AgByu(0) + By u(l).

Scegliendo opportunamente gli ingressi u(0) ed u(1), x(2) puo essere eguagliato alla
somma di qualunque combinazione lineare delle colonne della matrice By e di Ay By;
ne segue che

R (0) =im[Bg AgBg].

Ripetendo il ragionamento su k transizioni si ottiene, in maniera del tutto analoga,
R (0) = im[Ba AgBy ... AY "V By] (3.5.1).

In generale, quindi, I’insieme degli stati raggiungibili a partire dallo stato O in k tran-
sizioni ¢ un sottospazio con dimensione che cresce con k; tale sottospazio inoltre con-
tiene tutti 1 precedenti. Se tuttavia, per un certo valore di k risulta J?,‘{"H 0) = ;R,j' (0)]
anche tutti i successivi sottospazi coincidono con 322' (0); infatti in tale caso tutte le

colonne di A’:l B, risulteranno linearmente dipendenti dalle precedenti, apparterranno

quindi a ﬂ,j (0) e lo stesso avverra per AgﬁL’)Bd per qualunque i > 0. In ogni caso
il sottospazio di dimensione massima che puo essere raggiunto a partire dall’origine ¢
dato da

RF(0) = im[ By AgBy ... A}V B4] (3.5.2)
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poiché, peril teorema di Cayley—Hamilton, A’} pud essere espressa come combinazione
lineare di A9, AL, ..., AU7Y.

Si consideri ora lo stato finale x(1) = 0; gli stati iniziali che possono, mediante
opportuna scelta dell’ingresso u#(0), essere controllati allo stato zero soddisfano la
relazione

0=Agx0+ Byu(0)

cioe, se Ay risulta non singolare,
xo = —A; ' By u(0).
Ne segue che I’insieme R (0) ¢ il sottospazio
R7(0) = A im[By]= A R (0).

Analogamente gli stati iniziali che possono essere controllati allo stato finale x(2) = 0
devono soddisfare, per opportuni valori di #(0) e di u(1), la relazione

0= A2 xo+ AgBgu(0) + Bgu(l).
Se Ay risulta invertibile si avra quindi
- A2 _ A2+
R5 (0) = A;7im[By AgBy]= A;" R (0).

Con considerazioni analoghe a quelle fatte in precedenza in relazione ai sottospazi di
raggiungibilita, si trova che

R (0) = A7 im[By... A VB]= AJK R 0). (3.5.3)
Nel caso in cui Ay risulti singolare sara
_ +
R (0) = ALTRE(©0) + ¥ (A%) (3.5.4)
ove A’d<+ e N (A’L}) indicano rispettivamente la pseudoinversa e lo spazio nullo di Afl.

Inoltre
RT(0) = A;"im[By... A"V B]= A;"RH(0) (3.5.5)

e, nel caso in cui Ay risulti singolare,
R™(0) = ALTRT(0) + N (A)). (3.5.6)

Si puo osservare come nei sistemi lineari stazionari e discreti i sottospazi di controlla-
bilita su un intervallo di ampiezza k siano di dimensioni maggiori (se A; ¢ singolare)
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o uguali (se Ay ¢ non singolare) a quelle dei corrispondenti sottospazi di raggiun-
gibilita. Si noti inoltre come 1’aumento del numero di transizioni a disposizione per
raggiungere uno stato a partire dallo stato zero o per controllare uno stato allo stato zero
possa risultare utile solo fino ad arrivare a n transizioni; dopo tale limite ogni ulteriore
allungamento dell’intervallo non comporta vantaggi. Se ¢ possibile raggiungere uno
stato dallo stato zero (o controllare uno stato allo stato zero) cio puo essere ottenuto in
non piu di » transizioni.

3.6 RAGGIUNGIBILITA E CONTROLLABILITA DEI SISTEMI CONTINUI

Per i sistemi continui (3.2.1), (3.2.2), a differenza di quanto avviene per i sistemi
discreti, la lunghezza dell’intervallo di tempo a disposizione per il controllo (purché
finito) non gioca alcun ruolo sulla possibilita di raggiungere uno stato finale a partire
dallo stato zero o sulla possibilita di controllare uno stato iniziale allo stato zero. Inoltre
il sottospazio di raggiungibilita R*(0) e quello di controllabilita R~ (0) risultano
coincidenti e dati da

RY(0) = R (0) =im[B AB ... A"V B] 3.6.1)

cioe dalla stessa espressione gia vista per il sottospazio di raggiungibilita dei sistemi
discreti. Dato un sistema continuo si ottengono, ovviamente, gli stessi sottospazi di
raggiungibilita e di controllabilita sia utilizzando il modello continuo (3.1.1), (3.1.2)
che quello discreto (3.2.1), (3.2.2). Potrebbe tuttavia sembrare incongruente che uti-
lizzando il modello continuo non vi siano le limitazioni poste dal modello discreto
al tempo necessario per effettuare un controllo; tali limitazioni derivano dalla ipotesi
di costanza dell’ingresso tra due successivi istanti di campionamento introdotta nel
passaggio dal modello continuo a quello discreto.

3.7 IL CONTROLLO TRA STATI NEI SISTEMI DISCRETI E CONTINUI

Dato un modello discreto, lo stato iniziale x(0) = 0, I’intervallo di tempo [0, kK — 1]
ed i k valori di ingresso u[0, k — 1], lo stato x (k) ¢ dato da

x(k) = xp = AY"VBau(0) + ... + AgBgu(k —2) + Bgu(k — 1).

Tale relazione puo essere scritta anche nella forma

u(0)
(k—1) : A
XfZ[Ad B; ... AiB; Bd:| : = Py uy
u(tk —2)
uk —1)
ove iy, € il vettore formato dai valori dell’ingresso ai tempi O, 1, ..., k — 1. Assegnato

uno stato x s raggiungibile in k transizioni (esprimibile cio¢ come combinazione lineare
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delle colonne di Py), I’'insieme delle soluzioni ¢ dato dalla varieta lineare descritta dal
vettore Pk+ xy e dal sottospazio N (Py). In particolare il vettore iix di norma Euclidea
minima che consente di effettuare il controllo ¢ dato da

iy = P xy. (3.7.1)

Si noti che se xy non ¢ raggiungibile dallo stato zero in k transizioni, la sequenza
di ingresso fornita dalla (3.7.1) ¢ quella che consente di raggiungere lo stato Xy che
minimizza la norma Euclidea dell’errore x; — Xr. Se lo stato iniziale ¢ diverso da zero,
x (k) diventa

x(k) = xp = A xo+ AS"VBu(0) + ... + Byu(k — 1);

ne segue che il vettore i1, di norma Euclidea minima che consente tale controllo, quando
possibile, o che porta allo stato x (k) piu vicino a quello desiderato ¢ dato da

e = P (xp — A% x0); (3.7.2)

basta cioe utilizzare la (3.7.1) sottraendo allo stato finale 1’evoluzione libera dello stato
iniziale. La (3.7.2) puo poi essere utilizzata anche per determinare una sequenza di
ingresso che controlli uno stato iniziale xq allo stato finale 0; bastera porre, in tal caso,
xr =0.

Per i sistemi continui la funzione di ingresso che effettua, nell’intervallo [0, #1],
il controllo dello stato iniziale xo = 0 allo stato finale x(#;) = xr ¢ data da

i(t) = BTeA (-0 pt x, (3.7.3)

ove P indica la pseudoinversa della matrice
1 T
P= / et ppTeA (1=1) g,
0

Se x¢ non ¢ raggiungibile dallo stato 0 si ottiene, mediante la (3.7.3), lo stato raggiun-
gibile Xy pil vicino a x¢, quello cio¢ che minimizza la norma Euclidea di x; — X¢. Se
lo stato iniziale x ¢ diverso da zero bastera sottrarre a xy 1’evoluzione libera di x( in
[0, #1]; si usera quindi I’espressione

i(t) = BT e 17D P (x; — A1 x) (3.7.4)

che puo essere utilizzata, ponendo x; = 0, anche per determinare una funzione di
ingresso che effettui il controllo allo stato finale zero.
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Esempio 3.5

Si consideri il sistema lineare stazionario e discreto la cui matrice dinamica, Ay, € di
distribuzione degli ingressi, By, sono date da

] wefl]

Per tale sistema si vuole determinare una sequenza di ingresso che permetta di passare
dallo stato 0 allo stato x(2) = [0 3]7. La matrice P, &, in questo caso, quadrata e non
singolare; si ottiene pertanto

1] -[aame w]'[8]-[1 6] [3]
-1V B8]

La sequenza cercata ¢ quindi data da u(0) = 3, u(1) = —3; tale sequenza porta infatti
lo stato iniziale a x (1) = [3 0] eax(2) = [03]7 come richiesto. Si noti che, essendo
P> quadrata e non singolare, la sua pseudoinversa coincide con I’inversa.

Si vuole poi determinare una sequenza di ingresso che porti lo stato iniziale
x(0) = [1 0]7 allo stato finale x(2) = [0 1]7. La sequenza cercata ¢ la stessa che
porta lo stato iniziale zero allo stato finale che si ottiene sottraendo a quello assegnato
I’evoluzione libera di quello iniziale sull’intervallo considerato; si calcolera quindi,
come primo passo lo stato

X =3y = Ao = m - [(2) (2)] [(1)] - [_ﬂ

Applicando ora la (3.7.2) si ottiene

iR b | S

Il moto del sistema con la sequenza determinata porta agli stati x(1) = [2 117 e
x(2) = [0 1]7. Infine si vuole determinare il valore dell’ingresso che porta lo stato
x(0) = [1 1]7 allo stato finale zero al tempo 1. Utilizzando di nuovo la (3.7.2) con
xr =0ek =1 siottiene

J’_
== [ )01
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Sinoti come, in questo caso, la pseudoinversa della matrice P coincida con la trasposta.

3.8 ASPETTI GEOMETRICI DELLA RAGGIUNGIBILITA E RELATIVA
SCOMPOSIZIONE

Si consideri il sottospazio di raggiungibilita di un sistema lineare stazionario discreto
o continuo
RT(0) =im[B AB ... A" VB].

Si ¢ gia osservato come, in base al teorema di Cayley—Hamilton, tutti i termini del
tipo A¥B con k > n risultino linearmente dipendenti dai precedenti; cid stabilisce
I'invarianza di R (0) rispetto alla trasformazione descritta dalla matrice A. Di con-
seguenza, per qualunque vettore x € R (0) risulta

Ax € RT(0)

e qualunque stato iniziale appartenente a R (0) genera un moto libero che si evolve
completamente all’interno di R*(0). Si puo inoltre osservare come R (0) contenga
il sottospazio im B; R (0) & infatti il pill piccolo sottospazio invariante rispetto ad A
contenente im B come si puo verificare osservando che risulta contenuto in ogni altro
sottospazio invariante rispetto ad A contenente im B.

L’invarianza di R (0) rispetto ad A potrebbe essere dedotta anche osservando
che, in caso contrario, una volta raggiunto dall’origine uno stato di R (0) basterebbe
applicare un ingresso nullo per raggiungere anche stati non appartenenti a R (0) at-
traverso il moto libero; tale risultato sarebbe assurdo poiché tutti gli stati raggiungibili
dall’origine appartengono a R*(0). L'invarianza di R7(0) rispetto ad A consente
di scomporre qualunque sistema in due sottosistemi interconnessi che ne descrivono
rispettivamente la parte raggiungibile e quella non raggiungibile. Si consideri, a tale
scopo, un cambiamento di base nello spazio degli stati che porti alla nuova base de-
scritta, rispetto alla vecchia, dalle colonne della matrice (quadrata e non singolare) T';
tale cambiamento di base determina il passaggio dallo stato x allo stato z legato ad x
dalla relazione

x=Tz.

Sostituendo tale espressione di x nelle equazioni (3.1.1)—(3.1.2) o (3.2.1)—(3.2.2) si
trova la rappresentazione del sistema rispetto alla nuova base data (facendo riferimento
ad un sistema continuo) dalle equazioni

z2(t) = A" z(t) + B u(1),
y() =C'z(t) + D' u(t)

ove
A'=T7'AT, B =T7T"'B, Cc'=CT, D =D.
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Per scomporre un sistema nella sua parte raggiungibile ed in quella non raggiungibile
si scegliera una base, T, del tipo

r=[1 1|

essendo T (n x np) una base di RT(0) e T» (n x n2) un insieme di vettori che
completano la base dello spazio degli stati X, = R". In tale base, grazie all’invarianza
di RT(0) rispetto ad A ed al fatto che im B € R (0), le matrici A", B’, C' e D’
presentano la seguente struttura

Al A / By
A/ = B ==
[ 0 Azz] [ 0 ] (3.8.1)

C'=[C G

essendo le partizioni di A’, B’ € C’ congruenti con le dimensioni di T} e T;. Indicando
con z; le prime n1 componenti di z € con z le ultime n — n; componenti, il modello
del sistema puo essere scritto nella forma

z1(t) = A1 z1(t) + A2 z2(t) + Bru(t)
22(t) = A 22(1)
y() = Crz1(t) + C222(2).

Il sistema puo quindi essere considerato come formato da due sottosistemi intercon-
nessi, S1 ed Sz, che rappresentano la parte raggiungibile e quella non raggiungibile
(Figura 3.6).

Figura 3.6 — Scomposizione relativa alla raggiungibilita

Se si volesse estrarre da un sistema la sola parte raggiungibile questa sarebbe descritta
dal modello
z1(1) = A1 z21(t) + Bru(r)

() = Crz1(0).
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Si noti come, a causa della struttura di A’ e di B’, la risposta impulsiva dell’intero
sistema coincida, sia nel caso discreto che in quello continuo, con quella della sua
parte raggiungibile. Risulta cioe

Wk)=Ca AV By =Cay AdlTP Bay (3.8.2)
€
W(t) = Ce B =C; eV By. (3.8.3)
Esempio 3.6

Si consideri il sistema puramente dinamico discreto descritto dalle equazioni

x(t+1)=A5x(t)+ Bgu(t)
y(t) = Cq x(1)

ove _ _ _ _
00 0 0 0 0 0 1
0-2 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0
A=10 0 0-1 0 0 Ba=1"1 ¢
00 0 1-1 0 0 0
(001 0 0 0-2_ | 0 0 |
C_'o 0 0 0 1 0]
=10 0 0 0 0 1|

Si vuole scomporre tale sistema nella sua parte raggiungibile e in quella non raggiungi-
bile. Il primo passo per effettuare la scomposizione consiste nel calcolo di una matrice
di base per il sottospazio R (0) che & lo spazio generato dalle colonne della matrice
di raggiungibilita P=[Bg AgB; . .. Ag’_l)Bd ]. Selezionando le colonne linearmente
indipendenti di P, ad esempio mediante il procedimento di ortonormalizzazione di
Gram—Schmidyt, si ottiene la base cercata data da

Gram—Schmidt
_—

0O OO~ O OO
[N eleoloBoRel S
OO>—‘>|—‘OOO
SO = O OO
SO OO O~

e OO OO OO
e O~ O OO

Si costruira quindi una nuova base per lo spazio degli stati X = R deltipo T = [T1 T2]
ove T1 ¢ una base di RT(0) e T completa la base di X. Nel caso in esame, essendo
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T formata da colonne dell’identita, la scelta piu semplice ¢

SO = O OO
o= OO OO

SO OO O~
S oo~ OO
SO OO~ O
-_ o O O OO

Essendo, in questo caso, la matrice 7 ortonormale, I’inversa coincide con la trasposta
e si ottiene facilmente il modello del sistema nella nuova base che sara del tipo

r el _ | A A /' m1p | Bl

Ci=CiT=[C (]

ove le dimensioni delle varie sottomatrici sono determinate dal numero di colonne delle
sottomatrici 77 e 7. Si ottiene

0 0 0|0 0 0 7 -0 1 ]
0-1 0|0 0 O 1 0
0 1-1/0 0 0 0 0
Ag = By =
0 0 0|1 0 O 0 0
0 0 0[0-2 0 0 0
L 00 010 1 -2 _ . 0 0 _
C,_'001000'
¢=1 0 0 010 O 1 |

La parte raggiungibile del sistema ¢ quindi descritta dalle matrici

0 0 0 0 1

Al=10-1 0 Bi=|10
0 1 -1 0 0

s [0 0 1]

Cd__o 0 0

A verifica dei calcoli eseguiti si determinera ora la risposta impulsiva del sistema
originale e della sua parte raggiungibile al tempo ¢t = 3. Si ottiene

W3)=CyA2 By =Cl A B = [_(2) 8]
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3.9 Osservabilita e ricostruibilita dei sistemi discreti

Si consideri il sistema lineare stazionario e discreto descritto dalle (3.1.1), (3.1.2). Gli
stati x(0) = xo che generano uscita nulla al tempo 0, y(0) = 0, con ingresso nullo,
u(0) = 0, devono soddisfare la condizione

0=Cigxo+Dsu)=Cgxgp.
Tali stati soddisfano quindi la condizione
xp € N(Ca) ;

ne segue che I’insieme degli stati iniziali che con ingresso nullo danno uscita nulla ¢ il
sottospazio
&, ([01, [0])= N (Cq) .

Si consideri ora un intervallo di ampiezza 1 e la sequenza di ingresso [0, 1] = [0, O].
Gli stati xo che danno risposta nulla in tale intervallo, y[0, 1] = [0, O] devono soddi-
sfare, oltre la condizione precedente, anche la condizione

0=CsA0x0+ Dgu(l) =CyAq4x0 ;

devono quindi soddisfare la condizione

Ca
X0 €N .
CaAd
Ne segue che

- _ Ca
&; (10,01, [0, 0])= & |:CdAdj| :

Considerando, piu in generale, un intervallo di ampiezza k ed utilizzando la notazione
semplificata &, (0, 0) per indicare &, ([0...0], [0...0]), si trova che

Ca

CiA,
€ (0,0) =N : ) (3.9.1)

CdA]:i

Il generico sottospazio &, (0, 0) € quindi contenuto in tutti i precedenti e tale sequenza

ha come limite
Ca

CaAy
E7(0,0) =N : (3.9.2)

CaAQD
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poiché, per il teorema di Cayley—Hamilton, A7, € combinazione lineare delle potenze
inferiori di Ay e lo stesso vale per le potenze successive. Il sottospazio &, (0, 0) con-
tiene stati che per ¢ = [0, k] danno, con ingresso nullo, uscita nulla; per la linearita del
sistema tali stati sono indistinguibili e non osservabili in tale intervallo. Analogamente
&7 (0, 0) ¢ il sottospazio che contiene tutti gli stati, tra loro equivalenti ed equivalenti
allo stato zero, che danno uscita nulla, con ingresso nullo, in qualunque intervallo; si
tratta quindi degli stati non osservabili.

Analogamente, gli stati finali, x (1), compatibili con ingresso ed uscita nulle per
t = [0, 1] sono 1 trasformati secondo A, degli stati iniziali compatibili con ingresso
ed uscita nulle nello stesso intervallo; vale quindi la relazione

€;7(0,0) = A; 6, (0,0)

e, ripetendo il ragionamento su un intervallo di ampiezza qualsiasi, si trova che

&7(0,0) = Ak &7(0,0) (3.9.3)
€
£7(0,00 =AY e7(0,0). (3.9.4)

8; (0,0) e £7(0, 0) sono i sottospazi degli stati non ricostruibili in [0, k] e di quelli
non ricostruibili su qualunque intervallo.

3.10 Osservabilita e ricostruibilita dei sistemi continui

Per i sistemi continui (3.2.1), (3.2.2), a differenza di quanto avviene per i sistemi
discreti, la lunghezza dell’intervallo di tempo a disposizione non influisce sulla dimen-
sione dei sottospazi di non osservabilita, &, (0, 0), e di non ricostruibilita, 8,+ (0, 0),
quindi non influisce neppure sulla possibilita di osservare lo stato iniziale o di ricostru-
ire lo stato finale. I sottospazi di non osservabilita e di non ricostruibilita risultano
inoltre coincidenti e dati da

C

CA
€(0,00=€7(0,0) =N : (3.10.1)

CA=D

cio¢ dalla stessa espressione gia vista per il sottospazio di non osservabilita dei si-
stemi discreti. Valgono, per I’osservabilita, le stesse considerazioni gia fatte per la
raggiungibilita: nel caso dei sistemi continui si ottengono cioe gli stessi sottospazi sia
utilizzando il modello continuo (3.1.1), (3.1.2), sia quello discreto relativo allo stesso
sistema (3.2.1), (3.2.2).
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3.11 Losservazione e la ricostruzione dello stato nei sistemi discreti
e continui

Dato un modello discreto (3.1.1), (3.1.2), un intervallo di tempo di ampiezza k e lo stato
iniziale x (0) = xo, la risposta libera del sistema agli istanti di tempot =0, 1,..., k¢
data da

¥0(0) = Ca xo

yo(1) = CqAg xo

yo(k) = CqAkxg .

Tali relazioni possono essere scritte anche nella forma

y0(0) Ca
yo(1) CaAqg
: = : X0
k

yo(k) CaAy

o anche, in maniera piu sintetica,
Yoy = Qk Xo

ove yp, ¢un vettore formato dai valori assunti dall’uscitaai tempiO, 1, ..., k. L’insieme

degli stati iniziali compatibili con la risposta libera considerata ¢ dato dalla varieta
lineare descritta dal vettore Q,’fyok e dal sottospazio & (0, 0). In particolare il vettore
di norma Euclidea minima compatibile con yo, ¢ dato da

X0 = 0} yo, - (3.11.1)

Sinoti che se xo € &, (0, 0)1 e risulta quindi osservabile, la (3.11.1) fornisce Xg = xo.
Nel caso invece in cui xog € &, (0, 0)1 la (3.11.1) fornisce lo stato %o osservabile che
minimizza la norma Euclidea dell’errore xo — xo. Se I’ingresso del sistema non ¢
nullo in [0, k] bastera sottrarre alla risposta osservata la risposta forzata per ottenere la
risposta libera

j—1
() =y() =Y CaAY TV Bau(j) = Dauj),
i=0

i=1,...k (3.11.2)

da utilizzare nella (3.11.1). Lo stato finale x (k) corrispondente a x( sara poi dato da
A’C}xo nel caso di moto libero o dalla espressione generale (3.1.3) del moto se I’ingresso
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¢ diverso da zero in [0, k]. Per i sistemi continui la stima dello stato iniziale in funzione
del moto libero yo(z) nell’intervallo [0, #;] ¢ data da

n
X = Q+/ eATCTyo(v) dr (3.11.3)
0
ove Q™ indica la pseudoinversa della matrice

n T
0 =/ eATcTcer dr .
0

Se xo € &, (0, 0)1 e risulta quindi osservabile, la (3.11.3) fornisce xo = xg. Nel caso

invece incuixg ¢ &, (0, 0)1,1a (3.11.3) fornisce lo stato %o osservabile che minimizza
la norma Euclidea dell’errore x¢ — xg.

Se I’ingresso del sistema non ¢ nullo in [0, #1] bastera sottrarre alla risposta osservata
la risposta forzata per ottenere la risposta libera

t
yo(t) = y(1) — c/ eI B u(t)ydr — Du(r) (3.11.4)
0

da utilizzare nella (3.11.3).
Esempio 3.7

Si consideri il sistema lineare stazionario e discreto descritto dalle matrici

11 1
vl g melo)
Ci=1[1 0].

Per tale sistema si vuole determinare lo stato iniziale e quello finale relativi alla risposta
libera yp[0, 1] = [1, 2]. La matrice Q5 ¢, in questo caso, quadrata e non singolare e la
sua inversa coincide quindi con la pseudoinversa; ne segue che

w=[ ] [0]=[ 0T 3]
ENBERE

Si noti come risulti, nel caso in esame, &, (0,0) = & (0, 0) = {0}; lo stato iniziale ¢
quindi osservabile e xo = x¢. Lo stato finale x(1) ¢ poi dato da

omwn[t AL
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Si vuole poi determinare lo stato iniziale corrispondente alle sequenze di ingresso
ul0, 1] = [1,0] e di uscita y[0, 1] = [0, 2]. Occorre in tale caso calcolare, come
primo passo, la risposta libera sottraendo la risposta forzata a quella totale:

yo(0) = y(0) =0
yo(1) = y(1) = C4Bju(0) =2—-1=1

o=l ] )= T T
ENIHEHE

Lo stato finale x (1) ¢ poi dato da

Segue poi

x(1) ifﬁ"ojﬁ[uﬁl m - [_}] + [é] N [—f] '

3.12 Aspetti geometrici della osservabilita e relativa scomposizione

Si consideri il sottospazio di non osservabilita di un sistema lineare stazionario discreto
0 continuo
C

CA
& (0,00=N

CA=D

Per il teorema di Cayley—Hamilton tale sottospazio risulta invariante rispetto alla
trasformazione descritta dalla matrice A, quindi per ogni x € & (0, 0) risulta

Ax €& (0,0)

e qualunque moto libero che tragga origine all’interno di &~ (0, 0) si evolve all’interno
di tale sottospazio. Sipuo inoltre notare come & ~ (0, 0) risulti contenuto nel sottospazio
N (C) esipotrebbe anche dimostrare che &~ (0, 0) ¢ il piu grande sottospazio invariante
rispetto ad A contenuto in N (C) osservando che ogni altro sottospazio che goda di tali
caratteristiche risulta contenuto in &~ (0, 0).

L’invarianza di &~ (0, O) rispetto ad A potrebbe essere dedotta anche osservando
che, in caso contrario, un moto libero che tragga origine da uno stato xo € &~ (0, 0)
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potrebbe evolversi al di fuori di tale sottospazio e dare quindi origine ad una risposta
libera non identicamente nulla.

L’invarianza di & (0, 0) rispetto ad A consente di scomporre qualunque sistema
in due sottosistemi interconnessi che ne descrivono rispettivamente la parte osservabile
e quella non osservabile. Si consideri, a tale scopo, una nuova base, 7', dello spazio
degli stati del tipo

r=[1 1]
ove T1 (nxnp)eunabasedi & (0, 0) e 7> (n xny) uninsieme di vettori che completano
la base dello spazio degli stati XX = R". Grazie all’invarianza di &~ (0, 0) rispetto ad

A ed al fatto che £7(0,0) € N(C), lematrici A’ = T 'AT,B' =T 'BeC' =CT
che descrivono il sistema nella nuova base presentano la seguente struttura

A1l Anp , B
A, = B =
|: 0 A22:| [Bz] (3.12.1)

C'=[0 C]

essendo le partizioni di A’, B’ e C’ congruenti con le dimensioni di 77 e T5. Indicando
con 71 le prime n; componenti dello stato, z, del sistema nella nuova base e con z; le
ultime n — n| componenti, il modello del sistema puo essere scritto nella forma

21(t) = A1 21(t) + A2 22(t) + By u(t)

22(t) = A2 22(8) + Bou(t)

y() = Caza(2) .
Il sistema puo quindi essere considerato come formato da due sottosistemi intercon-

nessi, S ed $2, che rappresentano rispettivamente la parte non osservabile e quella
osservabile (Figura 3.7).

Figura 3.7 — Scomposizione relativa alla osservabilita

Se si volesse estrarre da un sistema la sola parte osservabile, cioe ottenere la forma
minima, questa sarebbe descritta dal modello

22(t) = A 22(t) + Bou(t)
y(t) = Crz2(1) .
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Si noti come, a causa della struttura di A’ e di C’, la risposta impulsiva dell’intero
sistema coincida, sia nel caso discreto che in quello continuo, con quella della sua
parte osservabile. Risulta cioe

Wk) = Cq A¥ ™V By = Cap A Bus (3.12.2)
€
W(t)=Ce'' B=Cre'?' B, . (3.12.3)
Esempio 3.8

Si consideri la riduzione alla forma minima del sistema visto nell’Esempio 3.6. Si
determinera dapprima il sottospazio & (0, 0), complemento ortogonale dello spazio
generato dalle colonne di Q7 = [CdT AZCC? e Ag(n_l)CdT]. Si costruira quindi la
matrice [ Q7 I]alle cui colonne verra applicato il procedimento di ortonormalizzazione
di Gram—Schmidt; i vettori ottenuti dalle colonne di / forniranno la base cercata. Si
ottiene

0O O—= OO OO
[N N eoBeNeNe N
0O O— = OO
0O NO OO —=O
OOHllJOOO
e O OO A~ O
[N elNeolBeoNeNell S
e OO OO~ O
[N eNell S ]
e OO — O OO
e O = OO OO
e — O OO OO

e la base di £ (0, 0) risulta formata dai seguenti vettori

0

S oo OO
S oo~ O

Si costruira quindi una nuova base per lo spazio degli stati X = R deltipo T = [T1 T2]
ove T7 ¢ una base di & (0, 0) e 7> completa la base di X. Nel caso in esame, essendo
T formata da colonne dell’identita, la scelta piu semplice ¢

SO OO O
SO O~ OO
S oo o~ O
SO = O OO
o= OO OO
—_ o O O o O
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Essendo, in questo caso, la matrice 7 ortonormale, I’inversa coincide con la trasposta
e si ottiene facilmente il modello del sistema nella nuova base che, essendo &~ (0, 0)
invariante rispetto ad A; e contenuto nel sottospazio N (Cy), avra una struttura del tipo

r | Al A | Bi
= ] m=h]
[0 ]

ove le dimensioni delle sottomatrici di A/, B/, e C/; sono determinate dal numero di
colonne delle sottomatrici 77 € T>. Si ottiene

0O 0| 0 0 0 O 0 1
0O 1|0 0 0 0 0 0

;| 0 0]-=2 0 0 0 | 00

=10 0] 0-1 0 0 Ba=1"1 9
0 0| 0 I -1 0 0 0
| 0 0ol 1 0 0-2 | . 0 0 |

C,_'oo 0 0 1 0 ]

¢~ 0o ol o0 0 0 1 |

La parte osservabile del sistema (forma minima) ¢ quindi descritta dalle matrici

-2 0 0 0] 0 0
//_ 0_1 0 0 //_ 10
Aa = 0 1 -1 0 Bs = 0 0

1 0 0-2 0 0
s, [ 0 0 1 0]
Cd__ 0 0 0 1|

A verifica dei calcoli eseguiti si determinera ora la risposta impulsiva del sistema
originale e della sua parte osservabile al tempo ¢ = 3. Si ottiene

W(@3) =CyqA2By=Clj A B = [_é 8]

3.13 La scomposizione canonica di Kalman

La scomposizione canonica di Kalman si ottiene rappresentando un modello nello
spazio degli stati rispetto ad una base dello spazio degli stati partizionata in base alle
caratteristiche di raggiungibilita ed osservabilita del sistema considerato e mette in
evidenza tali proprieta.
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Si opera la trasformazione di coordinate x =7 z, 7= T-'x,incuie T=[T,T» T3 T4]
nonsingolare, con im77 = RT(0) N €7(0,0), im[T} T] = RT(0), im[T} T3] =
&7(0,0). Nella nuova base il sistema ¢ descritto, facendo riferimento al caso con-
tinuo, dalle equazioni

z(t) = A" z(t) + B u(t)
y() = C'z(t) + Du(t), (3.13.1)

in cui ze R" e le matrici A’, B/, C’ presentano le strutture

Ay A A Ay By
p_| 0 Ay 0 Ay | B
/ b b
0 0 Ay Ay 0
O 0 0 Al 0
c’=[o ¢ o ¢ ] (3.13.2)

La struttura di A’ & conseguenza del fatto che R (0) ed &~ (0, 0) sono invarianti in A,
quelladi B’ del fatto che ¢ imB € R (0) e quelladi C’ del fatto che & €~ (0, 0) C N (C).
Le dimensioni delle sottomatrici di A, B’ ¢ C’ sono congruenti con il numero di
colonne di 71, T, T3 e T4. Considerando una analoga partizione del vettore di stato
7z = [z1 22 23 z4]T, il modello del sistema puo essere scritto nella forma

Gi=Al 21+ A2+ A+ A+ Blu

22 =Apz2+ Ayza+ Byu

3=Apz3+ A%y 24 (3.13.3)
24 = Ay 24

y = C§12+Ciz4+Du

La particolare struttura delle matrici A’, B’, C’ consente di scomporre il sistema dato
(ridefinendone lo stato) in quattro sottosistemi dinamici interconnessi come in figura.
Gli stati dei sottosistemi 1 e 2 sono raggiungibili, mentre gli stati dei sottosistemi 1 e
3 sono inosservabili dall’uscita y. I sottosistemi 2 e 4 (oltre al legame algebrico D)
costituiscono nel loro complesso una forma minima del sistema dato.

Il solo sistema 2 ¢ completamente raggiungibile ed osservabile ed ¢ il solo che,
assieme al legame algebrico D, determina il legame ingresso—uscita, cio¢ la risposta
del sistema complessivo con stato iniziale zero.
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Figura 3.8 — Scomposizione canonica di Kalman di un sistema dinamico

La risposta impulsiva del sistema complessivo coincide quindi con quella della sola
parte raggiungibile ed osservabile:

W) =Ce* B=Ce2" B = Cye?2' B, . (3.13.4a)

Le stesse considerazioni possono essere ripetute per il caso discreto; oltre all’intera
scomposizione, che viene effettuata nello stesso modo sui sistemi discreti, vale la
relazione

Wk)=Ca AS VB =CL ATV B = Cay AdV Buy . (3.13.4b)

Esempio 3.9

Si consideri lo stesso sistema lineare stazionario e discreto gia visto negli Esempi 3.6 e
3.7 e si effettui, su tale sistema, la scomposizione canonica di Kalman. Nell’Esempio
3.6 si & gia determinata una base del sottospazio R (0) mentre nell’Esempio 3.8 si &
determinata una base di &~ (0, 0). Nel caso specifico, essendo le basi di R (0) e di
&7 (0, 0) formate da colonne della matrice identita, ¢ possibile determinare una base
della loro intersezione semplicemente selezionando le colonne di / comuni alle due
basi. Analogamente 7> sara formata dalle residue colonne della base di R+ (0) e T3
dalle residue colonne della base di €~ (0, 0). Infine 74 sara formata dalle colonne di /
non presenti in 77, 75 e T3. Si ottiene quindi la nuova base

SO OO O
S o= O OO
S — OO OO
S oo~ OO
S oo o ~—O
-_ o OO oo
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Essendo la matrice 7 ortonormale, 1’inversa coincide con la trasposta e si ottiene
facilmente la terna di matrici che descrive il modello del sistema nella nuova base che
avra una struttura del tipo

An A Al Ay B,
a | © Ay, 0 A, 5 — B}
0 0 A, Ay 0
o o0 o0 A, 0

G=[0o ¢ o ¢]

ove le dimensioni delle varie sottomatrici sono determinate dal numero di colonne delle
sottomatrici T4, T>, T3 € T4. Si ottiene

-0 0 0[0] 0 O 0 1
0O/—1 00| 0 O 1 0

, O 1 =1/0]| 0 0 , 0 0
0O/l 0 0|1 0 o0 0 0
0| 0 0|0/|=2 0 0 0
L ol 0o olol 1 -2 | 0 0

C/:'o 0O 110] 0 0 ]

¢~ 1L olo ololo 1 |

Calcolando, infine, la risposta impulsiva della sola parte raggiungibile ed osservabile
del sistema al tempo ¢t = 3, si trova

W3) =CyA3By=C, A5, By = [_3 8].

3.14 Stabilita dei sistemi lineari discreti e continui

La linearita di un sistema dinamico ha importanti conseguenze sulla stabilita. Si con-
sideri infatti lo scarto (2.1.2) tra il moto di riferimento ed il moto in cui lo stato iniziale
¢ stato perturbato di §xg; per la linearita della ¢ rispetto allo stato iniziale e all’ingresso
risulta

Sx1(t) = o(t, to, 6x0, 0). (3.14.1)

La perturbazione del moto non dipende cioe né dal moto considerato né dall’ingresso
applicato ma solo dalla perturbazione dello stato iniziale; ne segue che la stabilita
(semplice o asintotica) di un moto o di uno stato di equilibrio implica la stabilita
(semplice o asintotica) di qualunque altro moto o stato di equilibrio. Analogamente la
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perturbazione del moto (2.1.3) dovuta ad una perturbazione della funzione di ingresso,
¢ data da
Sxa(1) = @(t, 10, 0, Sulto, 1]) (3.14.2)

e dipende solo dalla perturbazione du[tg, ¢] € non dallo stato iniziale o dall’ingresso ap-
plicato. Per quanto detto in precedenza ¢ possibile, per i sistemi lineari, definire stabile
(asintoticamente stabile) un sistema quando gode di tale proprieta un suo qualunque
moto o stato di equilibrio. Si noti come per i sistemi lineari non abbia piu senso la
distinzione tra stabilita in piccolo e stabilita in grande; se infatti si moltiplica per & la
perturbazione dello stato iniziale o dell’ingresso si osservera, per la linearita della ¢,
una perturbazione del moto pure moltiplicata per k.

Per determinare le condizioni di stabilita dei sistemi lineari conviene fare rife-
rimento allo stato zero che risulta sempre di equilibrio con ingresso nullo. Facendo
riferimento allo stato zero e ad un sistema discreto risulta, per una perturbazione §xg
dello stato iniziale, cioe per stato iniziale §xg, al tempo t = k

8x1(1) = Ak 8xg

18x1 ()| < [IAG] 180l -

La condizione ||8x1(?)|| < € per ||6xo|| < nrichiesta dalla stabilita semplice puo essere
soddisfatta se e solo se la norma di Afl risulta, per ogni k, limitata. Se infatti || AI;J | <M
bastera assumere, fissato €, n = €/M. Si pud poi dimostrare che la condizione

1AE I < M < o0

¢ soddisfatta se e solo se tutti gli autovalori di A; hanno modulo minore o uguale ad
1 e quelli di modulo unitario sono zeri semplici del polinomio minimo di A4. Per la
stabilita asintotica occorre sia soddisfatta anche la condizione

limy ool ANl = O

e cio avviene se e solo se tutti gli autovalori di A; hanno modulo minore di 1. Utiliz-
zando I’espressione (3.1.3) del moto e facendo riferimento alla struttura (3.8.1) delle
matrici Ay e By nella scomposizione del sistema nelle sue parti raggiungibile e non
raggiungibile si puo poi verificare come un sistema risulti stabile ingresso—limitato
stato—limitato (i.l.s.l.) se e solo se tutti gli autovalori della parte raggiungibile del
sistema hanno modulo minore di uno, se cioe tale parte risulta asintoticamente stabile.

Considerando infine I’espressione (3.1.4) della risposta e facendo riferimento alla
struttura (3.13.2) delle matrici Ay, By € Cy4 nella scomposizione canonica di Kalman
del sistema si puo verificare come un sistema risulti stabile ingresso—limitato uscita—
limitata (i.1.u.l.) se e solo se tutti gli autovalori della parte raggiungibile ed osservabile
del sistema hanno modulo minore di uno, cioe se tale parte risulta asintoticamente
stabile.
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L’estensione di tali risultati al caso continuo puo essere fatta ricordando che, per uno
stesso sistema continuo, il legame tra la matrice dinamica, A, del modello continuo e
quella, A4, del modello discreto, ¢ data da

Ad=€

essendo 7 D’intervallo di campionamento. Essendo quindi A = (InAy)/T, la con-
dizione “modulo degli autovalori minore od uguale ad uno” su A; diventa “parte reale
degli autovalori minore o uguale a zero” su A.

Ne segue che un sistema lineare stazionario e continuo ¢ semplicemente stabile
se e solo se tutti gli autovalori della matrice dinamica A hanno parte reale minore o
uguale a zero e quelli a parte reale nulla sono zeri semplici del polinomio minimo di A.
La stabilita asintotica richiede che la parte reale di tutti gli autovalori di A sia minore
di zero. Infine la stabilita i.l.s.1. richiede che siano a parte reale minore di zero tutti gli
autovalori della parte raggiungibile del sistema mentre la stabilita i.l.u.l. richiede siano
a parte reale minore di zero gli autovalori della parte raggiungibile ed osservabile del
sistema.

Esempio 3.10

Si consideri il sistema discreto gia studiato negli Esempi 3.6, 3.7 e 3.9. Si vuole, per
tale sistema, valutare la stabilita semplice o asintotica, i.l.s.l. e i.L.u.l. Si calcoleranno
quindi gli autovalori della matrice dinamica, A ; si ottiene

A= 0
A =—1
Ay =—1
M= 1
Ay = —2
A = —2

Essendo presenti autovalori di modulo maggiore di uno, il sistema non risulta sta-
bile né semplicemente né asintoticamente. Nell’Esempio 3.6 si ¢ calcolata la matrice
dinamica, A’}, della parte raggiungibile del sistema; gli autovalori di tale matrice sono

M= 0
A =—1
A= —1.

Essendo presenti autovalori di modulo unitario, tale parte non ¢ asintoticamente stabile
ed il sistema non risulta stabile i.1.s.1. Facendo infine riferimento alla scomposizione
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canonica di Kalman effettuata nell’Esempio 3.9, si trova che gli autovalori della parte
raggiungibile ed osservabile sono

A =-—1
M =-—1;

il sistema non ¢ quindi stabile neppure i.l.u.l.
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