Relazioni tra modelli nello spazio degli stati e ingresseHa

Relazioni tra modelli nello spazio degli stati e
Ingresso—uscita

Modello di ordinen conr ingressi edn uscite

t(t) = Ax(t) + Bu(t) z(0) = xg
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Sexy = 0, trasformando I'equazione di uscita

(1)
(2)

Y(s)=CX(s)+DU(s)=C (sI — A" BU(s)+DU(s) = G(s) U(s).

La funzione di trasferimente dunque

G(s)=C (sI—A)"'B+D

G(s) € una matricen x r del tipo
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_Gll(S) G12(S) s Glr(S) ]
G(s) =
_Gml(s) Gma(s) Gmr(s)_
dove (s
Yi(s
Gigls) = Uj(s)’

chee la funzione di trasferimento trajitesimo ingresso e la-esima uscita.
Inoltre
L7HG(s)| =G(t) =Ce™ B+ D6(t),  LTG(s)] = gij(t).
Se D = 0 tutti gli elementi diG(s) sono funzioni razionali fratte strettamente proprie.
Per un sistema SISQ(s) e ovviamente una funzione razionale fratta che, a sua i,

essere trasformata in una equazione differenziale ingressita.

Il passaggid A, B,C, D) — G(s) € univoco=- la funzione di trasferimente unica.
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Esempio.

—9 0 1

A — B =
2 —4 2
C:P 4 D=1
1
0
(s — A" = st2

2 1
(5+2) (s+4) s+4

cwo-p ]| F ][] e
s2 +6s+8

2 1
(s+2) (s+4) s+4

[\

Nellesempio soprdA, B, C, D) e G(s) contengono le stesse informazioni.

(A, B,C, D) eG(s) hanno sempre lo stesso contenuto informativo?
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°

Nel passaggioA, B,C, D) — G(s) possono avvenire cancellazioni poli/zeri.

e

Se non vi sono cancellazioni il denominatoreis) ha gradon, pari al numero di
variabili di stato (ordine del sistema} i poli di G(s) coincidono con gli autovalori di
A= (A, B,C,D)eG(s)hanno lo stesso contenuto informativo.

® Se visono cancellazioni il denominatore(dis) ha grado inferiore ad =- i poli di
G (s) sono un sottoinsieme degli autovaloridli=- (A, B, C, D) e G(s) non hanno lo
stesso contenuto informativo.

® Nel caso di cancellazioni, alcune informazioni che rigaaail comportamento interno
del sistema e che non hanno effetto sulla relazione ingreisetda vanno perse nella
G(s). Infatti, la funzione di trasferimento “cattura” solo lendimiche che influenzano il
legame ingresso—uscita.

® Lafunzione di trasferimente una rappresentazione esterna del sistema. In essa non
e traccia delle variabili di stato.

® e parti “nascoste” del sistema, non presentiifs), non possono essere influenzate
attraverso l'ingresso /0 non possono essere osseniaeeasd |'uscita.
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Esempio 1lrete RC

Ch

| |

| | u(t) —x1(t) — x2
) O T

U(t;( R oy u(t) — @i (t) — xa(t)
C) s (t) X2 (t) = RCQ
|| y(t) = z1(1)
Cs
A = :Rlcl _Rlc1:| B — R101:| C:[l O}

G(S) _ S/(RC1) L 1/R01

s(s+1/(RC1)+1/(RC2)) s+ 1/(RCi)+1/(RC2)

Dal punto di vista del legame ingresso—uscita il sisteéndaordinel. Pery(t) = x2(t) e
y(t) = x1(t) + z2(t) si ottengono risultati simili.
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Esempio 2massa con attrito viscoso

. a:l(t) = 332(t)
. = F'(t) t2(t) = —£$2(t> + @
<—f35(1) " "
S S S
0 1 0
A= B =
o 2 =
y(t) =z1(t) = C= [1 0} = G =13 1ﬂt/f,g/m)
y(t) = z2(t) = C = [0 1} =  G(s) = - i/g;m
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Sistemi equivalenti
t(t) = Ax(t)+ Bu(t), z(0) = xo
y(t) = Cax(t)+ Du(t).
SiaT una matricen x n non singolare. Si consideri un nuovo stat®) definito da
r(t) =T z2(t), 2z(t)=T "z(t).

Sostituendo nelle equazioni di stato ed uscita si ottiene:

2(t) = A z(t)+ B ut), 2(0) =T 'z
y(t) = C'z(t)+ D u(?),
con
A =T TAT B =T7'B C'=CT D' = D.

Le matriciA ed A’ si diconosimili. Matrici simili hanno:
e gli stessi autovalori;
e |0 stesso polinomio caratteristico;

e esponenziali di matrice simili= stessi modi.
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Equivalenza di sistemi:dato uno stato inizialeo per il sistema A, B, C, D) € sempre possibile
determinare uno stato inizialg = T~ 'z, per il sistemg A’, B’,C’, D) in modo tale che la risposta

y(t) dei due sistemi sia la medesima se ad essi viene applicatessosingresso.

® [ a scelta delle variabili di stato per un sistema dinamico @onivocamente definita

® | e variabili di stato possono anche non avere significatodisi

{

Il passaggiaz(s) — (A, B,C, D) none univoco.

Realizzazione di funzioni di trasferimento

Problema della realizzaziongata una funzione di trasferimento

m m—1
G(S):bms + bm—1S + -+ b1 s+ b -

S+ ap_1 8"+ -+ a1 s+ ag

IA
3

trovare un modello nello spazio degli stad, B, C, D) di ordinen tale che

G(s)=C (sI—A)~'B+D.
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Il problema della realizzazione ammette ovviamente irdiadluzioni. Tra queste risultano di
particolare interesse quelle in cui le matriei, B, C, D) presentano una struttura particolare. Nella
teoria dei sistemi e del controllo sono spesso utilizzaterl®e canoniche, caratterizzate dallo stesso
numero di parametri del modello ingresso—uscita.

Forma canonica di raggiungib#git

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= B =
0 0 1 0
C= b b b 0 0]
Sem = n:
N(s) N'(s) R L R
— o bn o bn
G(s) D(s) + D(s) + s+ ap—18"" 14+ 4+ a1 s+ ao
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In tal caso:
C:[% b, - ;1_1] D =b,.

Forma canonica di osservalalit

0 0 0 —ao | bo
1 O O —ail b
A=10 1 0 —as B =
0
_O O 1 —CLn_1_ i O |
C = [o 0 0 1}
Sem = n: ] )
bo
/
B = D=b,
/
L n_l_
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Esempiorete RLC
R 1 (t) R
U(t)/(CD C ::7:(;2(75) o (t) = xlcﬂt)
L y(t) = z2(2)
ol 0 0

G(s) =

Partendo d&-(s) ricaviamo ora le forme canoniche di raggiungildiléd osservabibt
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iy
§

]
N
]
“‘H

Q
=

Tale modello corrisponde alla scelta

<1 (t) = LC o (t) 292 (t) = Lxl(t).

0 —- 1
A, = LRC B, = | ¥¢ Co = {o 1}
1 —E 0
L
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Rappresentazioni dei sistemi lineari SISO

Equazione
differenziale
N y(t), u(t)
Scelta variabili d
di stato d S—™ 0
L3
dt
Realizzazione _ _
Modello nello < Funzione di
spazio degli stati B -1 trasferimento
(A, B,C. D) G(s)=C (sl —A)""B+ D> G(s)
— (Mt Llg(¢)] ~
g(t) Ce B+D5(t) r 1[G(S)]
Risposta
impulsiva
g()
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Esempio.

—1 2 1
0 —3 2
G(s) = s+ 7

g(t) =3e " -2

L’unica rappresentazione che non sopicavare in maniera univo@quella nello spazio
deqgli stati.
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