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Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Interazione tra cariche elettriche

Legge di Coulomb o Q@
- Admed?’

€ = €0 €
4 F F L e : permettivid del mezzo
8 d @ o : permettivii del vuoto

e : costante dielettrica (numero puro)

Campo elettricoforza che agisce sull’'uratdi carica

E =

S s

Una particella carica posta in un campo elettrico possiegeya potenziale in quanto il
campo esercita una forza su di essa ed occorre effettuan®lper spostarla da una
posizione ad un’altra. lbotenziale elettrican un puntoe I'energia potenziale posseduta da
una carica unitaria posta in quel punto.
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Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Differenza di potenziale elettricéavoro necessario per spostare una carica unitaria
E

—

ds B .

B AV:VA—VB:/ Eds =— FE=—gradV
A

In una rete elettrica, il potenziale di un nodwalutato rispetto ad un nodo scelto come
riferimento (es. massa), al quale viene di solito attrioudlore nullo del potenziale.

Effetti del campo elettrico sulla materia:

$ conduttori
® semiconduttori
$ |solanti
K

dielettrici
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Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Resistenze elettriche Legge di Ohm (conduttori ohmici):
/ —
Jt) =+ By = 2
J P
- S
B < J : densit di corrente
~ : conducibili&a elettrica del conduttore
‘\ -
1% p : resistivia elettrica del conduttore
o dQ - Pl
1(t) R Corrente: [ = 7 =JS ResistenzaR = 5
Ao\ —o
~S~——/—V1 — B —
v V(t)=Vas—Vp=RI(t)

Potenza dissipata (sotto forma di calore):
P(t)=AV(t)I(t)

Se il conduttore segue la legge di Oh:= R I? = AV?/R.
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Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Resistenze in serie e in parallelo 5 5
By A i §R1 §R2 ----------------------- §Rn
O O
- 1 — 1
Ru=3 R -
i=1 feq = M

® Influenza della temperatura T sulla resistenza:
R(T) = Ry (1—|—04AT>, AT:T—T(), Ry :R(To)

doveTy e la temperatura di riferimento (di soligd °C").
® Esistono materiali conduttori che non seguono la legge anOh
AV = f(I)
Esempi: conduttori non ohmici (come i filamenti delle lam@ad incandescenza), |

superconduttori (non seguono la legge di Ohm alle basseaetyse), i semiconduttori (il
comportamento dipende dal verso del campo elettrico).

Roberto Diversi Controlli Automatici T-1 —p. 4/35



Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Generatori di tensione e corrente

Un generatore elettriceé un dispositivo in grado di generare unaza elettromotricevvero di
spostare le cariche libere presenti nei conduttori chata@stono il circuito del generatore stesso. In
genere, I'energia elettrica viene ottenuta trasformamdoga di altro tipo (meccanico, chimico,
termico, etc.). Esempi: dinamo, pile, accumulatori, tecoppie, pannelli fotovoltaici.

Generatori di tensione ) ’V% )
V(t)TC) V(f)TC)

ideoale reale °

Generatori di corrente .

I(t)T I(t)T §Ri

ideale reale_O
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Principi di Kirchhoff

|° principio di Kirchoff: in ciascun nodo di una rete elettrieanulla la somma algebrica
delle correnti che confluiscono al nodo stesso (consemaziella carica).

lI° principio di Kirchoff: in ciascuna maglia (percorso chiuso) di una rete elet&igalla la
somma algebrica delle cadute di tensione lungo la maglssat@onservazione
dell’energia).

U2

V2o
S~———7
Vg
i1 —i9 4+ i3 —is =0 v —v2 +v3 —vg =0

Teorema: si consideri una rete elettrica generica, nella quale soesemtin nodi edr rami.
Per determinare le correnti di ramoce necessario utilizzare un numero di equazioni di
maglia pari an = r — n 4+ 1. Le rimanentir — m saranno equazioni di nodo.
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Esempio 1partitore

Rq R2
1) = —————— Uyl
’Uu(t) Rs <+——o0 'Uy( ) Rl —|_R2 v ( )
|’Uy(t)
Esempio 2ponte di Wheatstone
e,
/
Ry R3
R3 R
t) = — u(?
Uu(t) O o Uy<> (R3‘|‘R4 Rl"‘RQ)U ()
R2 R4
e,
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Capacita elettriche: condensatori

Un condensatore costituito da due corpi conduttori con interposto un niatedielettrico.
In esso po essere accumulata carica elettrica. 1l lavoro fatto pecae il condensatore
viene immagazzinato sotto forma di energia elettrica.

+Q —Q
' > - Mezzi lineari:
+ -
+ - Dit)=€c¢E(t) = |Qt)=CV()
il Yy
] D :induzione elettrica
- - C : capacia elettrica
.
V 4
C
1 I I v (1)
o—*> © I(t)=C——=
(2) o
v
V(1)
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Energia immagazzinata dal campo elettrico:

2
1
Ee:/Vsz—fC:§Cv2

® |acapacia elettrica dipende dalla geometria delle armature e datiara del mezzo dielettrico.

Esempi:
A
— € .
d
cA 2m/le
C=— =
d ¢ log =2

® Mezzi dielettrici non lineari:
D=f(E) = Q=f(V)

Esempi: materiali ferroelettrici, elettreti.
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Condensatori in serie e in parallelo

0O
C1 Ca2 Ch
o || || _________ 4|I_Q — — —
0

Interazioni magnetiche

Un campo magneticpuo essere generato da un magnete permanente (calamitagaapur
correnti elettriche. Anche la terra genera un campo magm@&ampo magnetico terrrestre
In realta le interazioni elettriche e magnetiche sono solo due siasipetti di una propriat
della materia, la sua carica elettricemagnetisma una manifestazione di cariche
elettriche in moto Sistemi elettrici e magnetic==- sistemi elettromagnetici.

S N| |S N S N| [N S

—> <+ < >
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H(t)

Formula di Biot—Savart;

doves'e il versore tangente alle linee di campo.
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Effetti del campo magnetico sulla materia

® Perimezzilineari (diamagnetici, paramagnetici ordineale la relazione

B(t) = po pr H(t) = p H(t)

dove B el'induzione magneticau e lapermeabilit magneticadel mezzoy la
permeabilia del vuoto eu, la permeabilia relativa (numero puro).

» Perimezzi non linearti:

B(t) = f(H(t))

Esempio: materialierromagneticji caratterizzati dal ciclo di isteresi, utilizzati per
realizzare magneti permanenti.

Flusso magnetice il flusso del vettore induzione magnetiBa
A ®(t) = B(t) S cosa

« :angolo tra il vettoreB e la normale

alla superficiesS.
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Circuiti magnetici: Legge di Hopkinson

fHM:h
V4

dovel. € la corrente concatenata con il circuito magnetico di leagh/, detta anchéorza
magnetomotricePer i mezzi lineariB = u H) vale laLegge di Hopkinson

Teorema della circuitazione di Arepe

%HﬂzR@ — | I.=R®|
V4

doveR e lariluttanzadel circuito magnetico.

Esempio.

N ()= No I(t) = R®(t), R=

&l

N1, N2 : numeri di spire
¢ : lunghezza circuito
S : sezione circuito
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Legge dell’induzione elettromagnetica

Tutte le volte che varia nel tempo il flusso magnetigoconcatenato con un circuito
elettrico, nel circuito stesso si induce una f.e.m. data da

e(t)

d®,.
dt

Il verso di tale f.e.me sempre tale da opporsi alla causa che I'ha generata.

Esempio 1Si consideri un conduttore rettilineo di lungheZzehe si muove all'interno di
un campo magnetico di induziore costante ortogonale al conduttore stesso.

B

12
/t)

¢
i(t)

L as(t)

B.(t) = BS = BLs(t)

\

e(t) = BL5(t) = BLo(t)

L'espressione = B /v e detta anchiegge dei generatori
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Esempio 2Si consideri una spira di sezioeche ruota all’interno di un campo magnetico
di induzioneB costante.

®.(t) = BS cosf

S §\<<B<t) B \U/

e(t) = —B{sinf6(t) = —B{ sinfw(t)

i(t)

La corrente elettrica genera sempre un campo magnetieo ogni circuito elettricce
autoconcatenato con il proprio flusso magnetico. Se dua oiguiti elettrici sono
mutuamente accoppiati il flusso magnetico generato da aguito si concatena anche con
gli altri — fenomeni diauto e mutua induzione
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Inerzie elettriche: induttanze

L’ induttanzapuo rappresentare fenomeni di auto e mutua induzione natardnpresenti
nei circuiti elettrici oppure dispositivi volutamente hgaati per generare un campo
magnetico di una certa erditjuali induttori od elettromagneti.

Solenoide
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Energia immagazzinata dal campo magnetico:

Em:i/VIm:i/Imm::%LP

Esempiosolenoide toroidale

¢
NI() =R, R=-

¢ = 2mr,dover e il raggio medio dell'anello

2 2
D, (t) = N D(t) = “J\; SIt) = L= “]\2 5
Induttanze in serie e in parallelo.
O O
Valgono le stesse regole delle resistenze:
L+ Lo
Lq Lo
o MY (YL
O O
Leq = 11+ Lo Ly Lo
Leg=—"+—
Ly + Lo
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Mutua induzione

(

Iy Iz I1 % Oy =L + M1
A ° o A A ° o A (a) 4 Do — Lot ML
%1 L+ Lo Vs V1 Ly Lo Vo i
Sy =1L111—MI>
(b)
M M Doy = Lp Iy — M I
(a) (b) )
Si ha dunque:
(a) Vi=1LiI; +MI (b) Vi=1L1I, — MI
a : : . .
‘/2:L212+M11 VQZ—L2]2—|—M]1

Energia immagazzinata dal campo magnetico:

1 1
l%;iﬂﬁd®ﬂ+bw%g:§Lmﬁ+§Lﬂ§+MYJ§
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Esempio.

NiIi + Nolo = R®
Gar = k1 I, Qa2 = k2 I2
®d1, ¢a2: flussi dispersi (circuiti richiusi in aria)
Py = N1 P+ Pa1, Pe2a = Na2® + Qg

Nl N2 N1N2
k Lo = k M =
R+ 1, 2 R—l_ 2, =

Ly

In generale, si ha:

M < +/Li Ly

Se i flussi dispersi sono nulli (tutto il flusso generato datlarente si concatena con

I'anello):
= /L1 Lo

In tale caso (ideale) si parla dccoppiamento perfetto
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Modelli nello spazio degli stati di reti elettriche

Esempio 1.
R L
w xi(ﬂ 2888
y(t)
u(t)/l\ () L1 (t)/l\ e (1 I3 (t)/r—CQ Rs
Ro
( U — I (:'E = — 1 — L2 —|— u
Cr21 = R X2 ! Ri1Ciy Ci R1Ch
: x R x
{T1 — L2 —x3 — Rawo = — <x2:fl_f2x2_f3
. I3
Coxs = a9 — — . T2 T3
‘ Bs T G, T RsCo
_ o3
Yy = Rs
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! 1 0 ] 1
R, Cy Cq Ry Cq
a=| b - o B=| 0
L 0 CL2 —R3102_ . 0 _
Esempio 2.
Rl T (t) L ( .
o—/\/\/\/\/—p—(m Lxi =u— Rix1— 22
< o
033‘2 = 1 —
Ro \ Req
] CE - 2 CE
u(t) ‘T T““) y=—
R4
Rs R4 dove
Rs R4
Reo = R —_—
. y(t) q 2 —|_ R3 —|_R4
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_B _1 1
_ L L _|T _ Req—R
A= 1 1 b= 0 C_[ 0 Requ}
C Req C
Esempio 3.
Ry T2 (t) L1 R- 24 (1) Lo
u(t)/]\ asl(t)/r= Ci T3 (t)T— C2 Re < |y(t)

% .
Ciz1=u— 22

Li2o =21 — R122 — 3
\ y = Rcx4

Coxs = x93 — 24

| LoZ4 =23 — Roxa — Re s
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Esempio 4.
Ry ¢ -
" I (t)
1 (t)
u(t)/l\ <> Rs L TW)

( L a
Cx1 = x2+$2

Ro

\u—RlC:bl—azl—L:tgzO

y:LLiJQ

Le equazioni di stato non si ricavano direttamentedjsaccoppiate—> loop algebrico

Risolvendo il loop si ottiene:

_ 1 Ry _
4 " (Ri+R2)C (Ri+R2)C
R R1 Ro
| (Ri+R)L  (Ri+Rp) L
C— R R Ry
Ri1 + R» Ri+ Ro

— 1 —
(Rl +R2)C
B =
Ro
| (R1+ R2) L |
Ro
D= ——
Ri + R»
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Trasformatore elettrico

.............. b2
I () I>(1)
o0—» - p= >0
Vi (t) N : ‘?del dezf: < =~ N Va ()
O g b —o0
.............. <-------------a
: : : N7, .
Vi=®a=klhi+N®= (k1‘|‘%)ll —
: : : N3
Vo= —-®op = —kolo+ N2® = —(kg—l— =
Casi ideali:
Vi N
®d1, Pd2 N

ba1 = ki1 11,

Nili —NaoIo =R®

Qa2 = ka I2

Py =N1P+ dann
(I)CQ — —N2(I)+¢d2

Ny Ny -
I
= 12
)Iz-i— 173211
0 Ii _ N2
I Ny
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Esempio 5.
ne B L(t) , 2
e, 0 -
xr1 = 11
u(t) L1 Lo R, y(t)
ro — _[2
O
M
u=Rix1+Li1x21 — M 29
y = Rc 2
Lo xo —|—<R2—|—RC>CU2 — Mx1 =0
Risolvendo il loop algebrico si ottiene:
[ Ry L _ _M(RatRe) | I, 2_
Li Lo—M Li Lo—M Li Lo—M
A — 1 Lo 1 Lo B— 1 L2 O — [ 0 R. }
. R{ M . L1 (R2—|—RC) M
| Ly Lo—M?2 Ly Lo—M?2 | | L1 Lo—M?2 |
SeM =+/L L — accoppiamento perfetto — modello di ordinel
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Amplificatori operazionali

L’ amplificatore operazionakeun amplificatore elettronico ad alto guadagno utilizzaoqostruire

circuiti elettrici il cui comportamento ingresso—uscitane imposto mediante un collegamento in
retroazione negativa attraverso un’opportuna rete latisternakE un componente fondamentale
nella realizzazione di circuiti di amplificazione ed elamione analogicaE un componente attivo.

+
VC C

N

Spesso I'amplificatore operazionale viene utilizzato ¢oigitesso non invertente collegato a massa.
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Amplificatore operazionale ideale
Ly 00 Zy ~0
Poicke V, = G (V™ — V™) ne segue che

ViV R0 = VixrV =

corto circuito virtuale

La corrente entrante considerata null&e I'ingresso non invertentecollegato a massa

Vy=—GV = V =0 =— massa virtuale

Esempio: collegamento in retroazione

I
Z2 —-
Il 7
Vio—pt{ 7, — - oV
Vu
Z1
massa
virtuale

— 1 = —1I
Zo
— Vu = —— Vu
A
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Invertitore

Invertitore con guadagno variabile

AAAA
VYV
(0 R2
R4
Vi (t)o AW {>—0Vy (1)
R
Vy(t) = —a - Va(t)
Derivatore
R
— i —
C
Vu(tyo—]| %—ow (t)
AV, (t)
t) = —
V,(t) RC ph
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Sommatore Amplificatore differenziale
Ry R
AWy A
R
R
R Va (£) o—AN, /
Va () o—\\W\—

R | L
Vi () 7

V() == F Vi Vult) = = (Vi(t) = Va(t)

Modelli di reti elettriche con amplificatori operazionaleali:
® corrente entrante nulla;
® VT =V~ (corto circuito virtuale);

® seV' =0 = V- =0 (massavirtuale).
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Esempio 1.
Rl 331(?5) L
u(t) o— AN\ —oy(t)
Ro
C
|
:UQ(t)
( (
u=Rixi1+ L1 T1 :—&atl—l—E
L L _
<C' L2 = 1 T2 y==2
To — ——— — X i - = 4
\ ’ RQ . \332 C + RQC
_ R 0 ] 1
A = L B — L
1 1
— “®mel 0
c=| o !
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Esempio 2. R
u(t) o—AW, B oy(t)
R
—AW
C C
| |
z1(t) z2(t)
R
o,
’ij U r1 + X2 fj; 1 o U
1 = —— — 1 - — J— - -
< R le . };?320 RuC RC Y = 1 + T2
(CE=Chit 5 2 T T"RC  RC
_ L L — 5
A: RC RC B:
0 —= _ L
RC
C:[ 1 1}

Roberto Diversi Controlli Automatici T-1 —p. 31/35



Modellistica di sistemi elettrici e magnetici

Circuiti elettrici non lineari
Diodo

i(t)A i(t)A
V., o) o(t)
(Y v <0
i=0 v<V, ;=) e
v
1 >0 v=1V, \R_l v >0
(a) (b)

i(t) A
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Esempio 1.
™~
-~ (U —
u>x
r — Rlc B . IO A(u—2x) IO
() o fmme @ E=0,1, @ émgltog
\R2C
Esempio 2.
R g L
%m
(.CI'Z‘ RZIZ‘ o u
N 1 = —— 1 — — -
u(t)T() azg(t)T=C < L ) L LI
. _ 1 L0 hay 10
=T T
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Esempio 3.
Cl C’2
Ak -
x1(t) xo(t)

W W

R2 R3
R, % i(t) %

u(t)o—ANM, - _» "1 N.L. - L oy(t)
Gl

(j; _ . u

L= RQC1 Rlcl
\ Yy = x2
igz—ﬁxl—@x?’— L2

Nota: I'elemento non lineare una resistenza elettrica in quanto il grafice 7 giace nel primo e
terzo quadrante.
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Esempio 4pscillatore di Van der Pol

(. X2
<x1_c
S A Y

Nota: I'elemento non lineare no@ una resistenza elettrica in quanto il grafice i giace anche nel
secondo e quarto quadranEedungue un elemento attivo.
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