Modellistica di sistemi meccanici

Modellistica di sistemi meccanici

Principi della dinamica
1° principio (principio di inerzia):un corpo non soggetto a forze si trova in quiete o Si
muove di moto rettilineo uniforme.

2° principio (equazione fondamentale della dinamiaa):corpo soggetto ad una forzasi
muove secondo la legge @ = F', doved e I'accelerazione e la massa inerziale.

~ dv
_’:F 1l = —
ma , a 7
F = (F,,F,,F.)
ad= (az,ay,0z)
5 dr dy dz
U= (vas vy v:) = (G G )

Il secondo principio vale rispetto ad un sistema di rifemtaoanerziale
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Modellistica di sistemi meccanici

Se la massa noaé costante la formulazione correédbilancio della quanti di moto)

d S

ede necessario considerare anche il bilancio di massa.

3° principio (principio di azione e reazione$e un corpad esercita una forza’z su un

corpoB, allora il corpoB esercita s, nello stesso istante, una forza avente la stessa
retta di azione df'g, uguale modulo e verso contrario.

Inerzie meccaniche: masse, momenti di inerzia
Massa.
Per 1 moti di pura traslazione:
0 m §(t) = F(1)
oppure

mo(t) = F(t), o(t) = $(t)

m —F'(t)
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Il lavoro della forza si accumula sotto formaahergia cinetica
1
E. = /F(t) ds = /mé(t) ds = /mv(t) dv = §mv2(t)

Momento di inerzia.
Per i moti di pura rotazione:

“
c(t) .
~ Té(t) = C (1)

oppure

Jw(t) =C(t), w(t)=0(t)

C'(t): coppia applicata (momento della forza applicata rispaittasse di rotazione)

w(t): velocita angolare

J: momento di inerzia, dipende da come la massa del aemlistribuita intorno all’asse di
rotazione
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J:/TQdm

’energia cinetica accumulata vale

B, = /C(t) 4o = /Jé(t) d@z/.]w(t) du = %JwQ(t).

La coppia dimensionalmen&una energia e si pulsempre esprimere come un prodotto
forza x braccia

Teorema (Huygens—Steiner)SiaJg il momento di inerzia di un corpo di massarispetto ad un
asse baricentrale. Il momento di inerziaispetto ad un asse parallelo a quello baricentrale vale

J=Jo+md,

doved e la distanza tra i due assi.
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Esempio.

(a) (b) (c)
Caso (a)massa puntiforme a distanzaall’asse di rotazion®, asta priva di massa
Jo = m/?

Caso (b):sfera di massas e raggior il cui baricentroGGs distal; dall'asse di rotazion®), asta priva

di massa
_ 2 2 _ 2
S—gmsr —  Jo =Jg, +ms L
Caso (c):sfera di massans e raggior il cui baricentroGGs dista/s dall'asse di rotazion® + asta di
lunghezzd, il cui baricentroG, dista%a dall’asse di rotazion®

Ja

2

2 /
= Jo=1Ja, +msli+ Ja, +ma

2
. 2 _maea
—gmsr , Ja, =

J
¢ 12

S
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Come modellare sistemi meccanici complessi?

Equazioni cardinali della dinamica.
Q = ) F
ﬁQ+m?7g2/\?7G — ZM&,

Q = quantif di moto totale;

F, = forze esterne attive e vincolari;

P = momento della guanétdi moto rispetto al polo di riduzione;
m = massa totale;

v = velocita del polo di riduzione;

vg = velocita del baricentro;

M}, = momenti delle forze esterne attive e vincolari rispett@lad

e Ciascun vettore ha componenti lungo gli assiy, z) = seiequazioni.

e La seconda equazione @essere semplificata scegliendo come polo di riduzidoe punto fisso
(quando possibile) o il baricenti@.
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Si ha:

—

Q = mug

ﬁQZﬁg+Q_GAm6G

dove

e lamatrice di inerzia

® Molti sistemi meccanici di interesse non richiedono sedgdaliberta e si possono
scomporre in sistemi elementari utilizzanddiagrammi di corpo libero = si
utilizzano equazioni semplificate del tipo

ma:ZFi
Jo=Y C".
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Capacita meccaniche: molle

La molla pw essere un elemento volutamente inserito in un sistemaamieoc(es.
sospensione autoveicolo) oppure si utilizza per rapptasglfelasticita di un elemento
guando nore trascurabile (es. albero sottoposto a torsione, banepssta ad
allungamento). Quando la molla viene deformata per mezmoalforzaF’, reagisce con
una forzaf. che si oppone al movimento e che dipende dallo spostameataind molla
priva di massa si hat’ = f..

F=ks

F =ks$=kv (poco utile)

—»S1 —»S2

k F:k(SQ_Sl)

DO
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366 RN <<5 C=k(02—01)

Il lavoro della forza viene accumulato sotto formaedergia potenziale elastica

Ep:/F(t)ds:/ks(t)ds:%st(t)

Spesso il comportamen®non lineare oppure lineare solo per piccole deformazioni.

Fy (b)
(c)

molla lineare

" (b) molla “hard”

(¢c) molla “soft”
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Esempi:

F =k s+ ko s> OppUI’GF = k; (82 — 81) + ko (82 — 81)3 conky > 0,k2 >0 (hard)
F =k s—ko 83 oppureF =k (82 — 81> — ko (82 — 81>3 conk; > O, ko >0 (SOft)
In generale: funzioni polinomiall

Attenzione: per i termini con potenze pari il modello colet del tipo

s ses>0
F=k]|s|s oppure F =Fks’sgn(s), sgn(s)= -
—s5 ses<0

Esempio: molle in serie e in parallelo

(1) (1)
/ k;l ;
] AN | k3 ! ms=F —ks(s— z2)
e I TiT—— m —F()
_rm\_ o0 O=ks(s—2)—kiz—kaz
z = i s =—> ms=F—kss+ ks s=F —kegs —
"k + ko o+ ks B U kit ket ks °
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ks (k1 + k2)
ki + k2 + k3

— k‘eq =

Valgono dungue le seguenti regole:

1 1
serie : e = ; k_z parallelo : keq = ; k;

Resistenze meccaniche: smorzatori, attriti

Gli elementi di tipo resistivo non accumulano energia magaigano (sotto forma di
calore).

Smorzatori.

La smorzatore paessere un elemento volutamente inserito in un sistemaamieoc(es.
sospensione autoveicolo) oppure si utilizza per rapptasgiattrito causato dal moto di un
corpo in un fluido (liquido o gas). Se sollecitato attravarsa forzafF’, lo smorzatore
reagisce con una forzg, che si oppone al movimento e che dipende dalla veloéter uno
smorzatore privo di massa si h&:= f,.
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/ —»S
/] i
?/ B ' F =735
Q O > [
/|
/
/]
é_’sl §—>82
IB F . .
. I = B(82 — $1) = B (v2 — v1)
7
/| G 6 C
7 Vadlok |
L=t C =6
/

N
an%:

C=pB(02—01) =B (w2 —w1)
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La potenza dissipata in uno smorzatore lineare

 dE,

Py=—== B5%(t) = Bo(t).

La relazione forza-veloate lineare solo per velo@tnon troppo elevateaftrito viscoso.
Per velocia elevate tale relazione diventa non lineatito idraulico), ad esempio:

F = 35%sgn (3), F = 3(55 — 51)%sgn (82 — $1).

Relazioni analoghe valgono per la resistenza di attrito@llalee soggetto un corpo che si
muove entro un fluido (aria, acqua, etc.). L'espressimheeare solo per basse velaciin
generale:

dovep € la densi del fluido,C il coefficiente di resistenza aerodinamica4gdl’area investita.
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Attrito radente (di scivolamento).

Si ha quando due corpi a contatto sono in moto relativo.

m F(t): forza motrice
—F(t) fa(t): forza di attrito radente (si oppone al movi-
Jfa (0‘//7/ ‘ > mento)
g i o fn(t): forza normale al piano di contatto tra i
Fn(d) corpi (spesse la forza peseng)

Il modello piu utilizzatoe quello dellattrito seccoo coulombiano

fa(t) = p fn(t) sgn (v(?)),
dovey € il coefficiente di attrito radente«t) la velocit del corpo.

® In generale la forza necessaria per mettere in moto un @éspperiore a quella richiesta per
mantenerlo in mote=>- distinzione traattrito staticoo di primo distacco (coefficiente;) ed
attrito dinamico(coefficienteu).

$ Per mettere in moto un corpd deve superare un certo valorg; e presente anche in assenza di
moto e sioppone afll =- attenzione al caso = 0.
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fa,
pfN———
>v
— SN
(a): secco

fCLA

stN
ta fnpb———

\

——ia fN
—MUs fN

(b): secco + statico

fa /

wfN

wfN

\/

—pfn
/M

Secco + Vviscoso

\/

/\—MfN

(d): effetto Stribeck

Cosa accade per= 0? Occorre tenere conto anche della forza motrice. Ad esempimodello che
estende i cagi) e (b) e il seguentenodello di Karnopp

(

F
p v osgn (F)
|1 fnosgn (v)

(

F
pa [ sgn (F)
| ta [ sgn (v)

SE

SE

v=0 e |F|<ufn

v=0 e |F|>upfn

altrimenti

‘F‘SNSJCN
[F'| > ps fn

se v=0 e
se v=0 e

altrimenti
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Esempi.
—»s(t)
fa(t)
—»F(t)
fa(t)+—
e i 77
mg a(
ms=F — umgsgn (3) m 8§ = mgsina — mg cos «

Attrito volvente (di rotolamento).

()
/\* Disco di massan e raggior
Disco sottile: spessore< r

fa(t) \j ~r Jo = m2r2

// / //// / / / ///7 // / // Attrito radente:us, (g

'—>S(t)

SOOI
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ks \ I | > ms=F—ks— f,
mg .
fa JGQZfaT

SeF' < usmg il disco inizia a rotolare senza strisciare, ovvero il metdi puro rotolamento:

s(t) =ro(t)

— iimodelloé diordine2 = (s, $) oppure(d, §)

Ja .. 2\ /i 2
(m+r—2)S:F_kS oppure (Jg—l—vmr/)Q:Fr—kr 0
Jeq keq

® Durante il moto la condizione di puro rotolamento si margisaf, (t) < us mg.

® Se tale condizione noaverficata si ha rotolamento + strisciameste- il modello diventa di
ordine4 ed entrambe le equazioni di Newton vanno consideratefgen ug mgsgn ($).
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In condizioni di puro rotolamento il sisten@gadunque del tipo massa—molla ed oscilla indefinitamente
— in reala e presente una coppia che si oppone al rotolamegtaattrito volvente Considerando

assente la molla si ha:

a2
ms=F — f,
Jgé:fafr—,uvmg
T
(m+ %)S':F—%mgsgn(é)

In generale, se la componente normaléy (t), il disco puo rotolare solo sé&'r > u, fn. Alcuni casi
possibili:

(@) F' < us fv € F > E2 fn = puro rotolamento

(b) F > us fn € F > £~ fn = rotolamento + strisciamento

() F'> us fv e F < Er fn = strisciamento

In generaleuq /., € dell’'ordine dil02.
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Legge di gravitazione universale

Mo oo _p M2
m1 d2
@Ji _____ T & [': costante di gravitazione universale
d: distanza tra i baricentri

Sulla terra, un corpo di massa e soggetto alla forza peso (applicata al baricentro)

fp=mg.

Ad essae associatdenergia potenziale gravitazionajelata dall’'opposto del lavoro della
forza peso per spostare il corpo dalla quatarigine del riferimento prescelto) alla qudta

E,=mgh.

Se in un sistema di riferimento la direzione verticalgcelta positiva verso il basso, occorre cambiare
Il segno ak,:

Y
0 X
| — E,=mgy | — FE,=—mgy
0 T Yy
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Modellistica di sistemi meccanici con i diagrammi di corpo ibero

Esempio 1.
;—’Sl(t) i—»sQ(t)
%
k k k 7
1 2 3 /
L rn— — N — —n—
B1 mi ma B2 ?
—1 —>F® 11
EOENO) EOENY) 7

ST ST S S SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS

Diagrammi di corpo libero:

k151 q—1 ko (s2 — 51) ks (s2 — s1) <+—Fs3 s2
m1 ma
B1 51€—— —» F “—f; 5o
mi1 81 =F +ke(sa—s1) —kisi— 1 & meo §2 = —ka (s2 — s1) — k3 s2 — (B2 $2
3y (k1 + k2) [ B . F . [ (k2 + k3) B2 .
81 = — $1+—82 — — 81+ — §2 = — 81 — §2 — —— 82
mi mi mi mi mo ma ma
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X1 = 81, 5132:31, r3 — S2, 513‘4:32, u:F, Y1 = S1, Yz = S2
0 1 0 0 | 0 |
_ (kitk2)  B1 ko 0 1
A = mi mi mi B = |™
0 0 0 1 0
ko 0 (katk3) _ B2 0
L mo mo 2 | _
1 0 0
C =
0 1 0
Esempio 2.
01(1) .
- N
C(t)‘\ N
J1 Jo s
) N\
’ B N
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Diagrammi di corpo libero:
| 91 . .
: , .0
o b (01— 02) I R,
< NG By (61 — 62) SN
B1 (01 — 02) By 6

Jo 0y = ki (01 —02) + 51 (91—92)—k292—ﬁ292

J101 =C —k (01 —02) — (1 (91 —92)
xr1 = 01, $2=91, x3 = 02, x4 = 02, u=0C, y1 = 01, Y2 = 02
[ 0 1 0 0o | (0
kB ky 81 1
A — J1 J1 J1 J1 B — Jq
0 0 0 1 0
k1 B1 (k1t+k2) _ (B1+B2) 0
J2 2 J2 Jo R
1 0 0 0
C =
0 0 1 0
Controlli Automatici T-1 — p. 22/53
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Esempio 3.
F(t)
T s(t)
N t. msS=F—ks—(3s—mg
La forza peso (o I'accelerazione di grajit
k 6 una variabile di ingresso.
7T
Stato di equilibrio corF" = 0: 5 = —%

As=s—5 = mAs=F—kAs— (BAs

Nei sistemi che si muovono anche in direzione verticale sspno scrivere le equazioni del moto
senza considerare le forze peso
1. le coordinate di posizione sono definite rispetto allaziose di equilibrio che risulta quando
agisce la gravd;
2. le forze elastiche considerate consistono nella pexhaimbe delle forze rispetto a quelle che
agiscono all’'equilibrio.
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Esempio 4modello “quarter car” della sospensione di un veicolo

m1. massa quarto di auto

meo. Massa ruota ed organi meccanici colle-
gati

ks, Bs. parametri sospensione

k.. rigidezza ruota

s1(t), s2(t): spostamenti rispetto a posizione
di equilibrio

sp(t): entita delle asperét del fondo stradale
(spostamento battistrada)

—ks (s1 — s2) — Bs(51 — $2)
ks (s1— s2) + Bs(81 — $2) — kr (S2 — Sp)

512‘2251 rs = S92 564:52 U = Sp

{
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0 0 0 0 ]
_ ks _& ks Bs O
A = mi mi mi mi B —
0 0 0 1 0
ks Bs (ks+kr) _ Bs ko
L m2 m2 m2 m2 -2 -

Se lo smorzamento dello pneumatico reotrascurabile:

m1 81 = —ks (s1 — s2) — Bs(81 — $2)

ma S2 = ks (51 — s2) + Bs(81 — $2) — kr (s2 — sp) — Br(S2 — $p)

r1 = 1 — 82 5132:51 rs = S92 — Sp 584252 u:éb

{

0 1 0 —1 0
A — mi mi mi B —
0 0 0 1 —1
ko Bs ke (Bs+Br) Br
L ma mo mgo mag L mo
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Trasformatori meccanici

Trasformano moti, forze o coppie in ingresso in altri madrze o coppie in uscita: riduttori,
cinghie, leve, pulegge, etc. Ad esempio un riduttore nommealte riduce la velo@tangolare
ed incrementa la coppia, un sistema pignone—cremagleséotma un moto rotatorio in
moto traslatorio, una leva incrementa la forza applicata.

Fune—puleggia

0(t).

|potesi:
— fune priva di massa e inestensibile

— Nno strisciamento

Tl /\TTQ
T 1 mi1S1 =11 —mig
i maz 82 = =12 +mag
JO=rTy —rTh
mi1 g ma2g

Roberto Diversi Controlli Automatici T-1 — p. 26/53



Modellistica di sistemi meccanici

In base alle ipotesis; = s =rf = ungrado di libed (modello di ordine)
Scegliendos; si ottiene:

J\ .
(ml + ma2 + 7“_2> §1=(m2—m1)g

Riduttori

>F

Rapporto di riduzione:
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Puro rotolamentor; 01 = r2602 = 03 =nm601 = w2=nwi (w1 = él,wz = 92)

: : : .. C
Caso idealeruote prive di massa, no attritt = Cirw; = Cows = (Cy = ~1
n
Se le ruote hanno momenti di inerzia, J-:
J1 él = Cl — F?“l
Jz ég — F?“Q
Come modello finale si puutilizzare I'equazione della ruota motrice:
(J1+n°J2) 01 = C4
o quella della ruota condotta
Ji\ C
(12 + 21y d, = S
n n
. . . . . ] C'1 J1\
Se viene collegato un carico a valle la coppia utile per mdowventa:Cy = — — (Jg -+ —2) 0-.
n n

Se vi sono attriti a monte e a vallgy(, 32):
Jlél :Cl —ﬁlél —F7“1
J2é2 :FTQ —5292.
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Seguendo gli stessi ragionamenti del caso precedente si ha:

(J1 +n°J2) 61

o quella della ruota condotta

(J2—|——2

J1
n

)é: =

=C1 — (51 + 772ﬁ2> 01

Se vi sono elasticit o molle torsionali valgono per le rigidezze le stesse gey@ite per i momenti di
Inerzia e i coefficienti di attrito:

J, 3,k 22 02 0?8, 0k

Esempio:accoppiamento tra albero—motore e carico

Cm

O

Corl

01

\

B1

\

a valle J k
J7/87k 27 /827 2
neontom
1
N\ W’” \
Je
95 B2 9{

T2
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Jm O = Cr — k1 (O — 01) — B1 (0 — 01) (1)
J1601 =Ky (0 — 61) + 1 (0, — 01) — Fry (2)
Jo Oy = Fry—ky (02 —0c.) — B2 (02 — 6.) (3)
Je O = ko (02 — 0.) + B2 (62 — 0.) (4)

Poiche 8; = n 61 occorre eliminare 'equazione (2) oppure I'equazione K&l primo caso il modello
definitivo e

Ny 0 0
1 77> 1 (O 77)
J k : k
(J2—|— 1)92 0 —I—ﬁ1 ( 1—|—k2)92 (614-52)924—/629 + B2 0.
U U] U] U n?

Je 0o = ka (02 — 0.) + B2 (62 — 6.)
mentre nel secondo diventa
Jm Om = C — k1 (O — 01) — B1 (0, — 61)
(J1 + 0% J2) 01 = k1 Om + B1 0m — (k1 +0°k2) 01 — (81 +n°B2) 01+ k2n0c + B2 6.
Je e = ko (061 — 0c) + B2 (n01 — 0.)
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Pignone—cremagliera

: : Cu .
Nel caso ideale si h&, = —=, in quello reale:
/"‘l

JO=C,— Fr <' (J—i—mr2> )= C, a monte
J\. Cy
\

® Tutti le considerazioni fatte per il riduttore si mantengaalide (attriti equivalenti, rigidezze
equivalenti) sostituendo il rapporto di riduzioneon il raggio del pignone.
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Esempiosollevamento carichi

k1
01 (t) 02 (t) \
~ [ h = [T J k2 . m: massa cremagliera + carico
/ ;i J1 ; 2
K / Cur=C ug = mg Y1 =S Y2 = S8
- s=r0b
T 0, = 62 = 0,s = 0 = molle a
S{t) ~ riposo
m, |-l
B2

AUNNNNNNANNNNNNNNNNNNNNNNNNNS

Variabili di stato:0:(t), 01(t), 02(t), 62(t) oppure 01(t),01(t), s(t), $(t)
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J1 01 =C — B1 (01 — 62) (5)
J2é2=ﬁ1(91—92)—k292—FT (6)
ms=F —kis— (325—mg (7)

Scelta 1: (5) + (6) modificata
J1 01 20—51(91 —92)
(J2 + mr2) Oy = (161 — (k2 + ki 7“2) 02 — (81 + B2 7“2) s — mgr

Scelta 2: (5) modificata + (7) modificata

Qha:c—ﬁu&—;)

(mot5) 5= = (b + 5 s = (Bt g

T—Q)é—mg
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Leva

Leva ideale: massa trascurabile, no attriti

Fia—F>b=0 — FQZgFl

b
Leva reale:
Jé:Fla—ng—Bé
Si ha inoltre:
s1~ab,ss bl — so= é51
a

= un solo grado di libe# (s1, s2 oppured).

a

2 e dettovantaggio meccanicdella leva.

Il rapporto
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Modellistica di sistemi meccanici: altri esempi

Esempio 1pendolo semplice e pendolo fisico (vedi slide 5)

(@) (b) (€)

Ipotesi: ai pendole applicata una coppid(t) in O edé presente una coppia dovuta all’attrito viscoso
(coefficientes).
In tutti e tre i casi 'equazione del motndel tipo

Jo0=C(t)— 860 —mgL sinb
L e la distanza del baricentro del pendolo (punto di applarazidella forza peso) da

(a): L = ¢ (lunghezza asta)
(b): L = ¢, (distanza traD e baricentro sfera)
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(c): se la massa totale fosse concentrata nel baricentro la forza peso produrreldiesso momento
rispetto al punta)

lq
mgL:msgfs—Fmag? — L=

Esempio 2pendolo semplice inverso su carrello

k

S

L Y —— ()
—5 O s @)
T

(1)

Ipotesi: la massan e puntiforme, il carrello rimane sempre appoggiato al suadoattrito tra ruote e
suolo
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Diagrammi di corpo libero:

Rl R2
. !
k:847 | O
lv
Fy
Mg

Posizioni e veloca dei baricentri
Gy = (5,0), Gm = (s+L£sinh, 0 cos) = T =(5,0) Tmn = (54+£60 cosh,—(0 sinh)
Equazione del carrello lungo:
May, =Mi=F—ks— 35— F, (8)
Equazione del pendolo lunge
mamm:m(é—l—EéCOSH—EQQ sin@):Fm (9)

Eliminando la reazione vincolatg, ottengo la prima equazione del moto:
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M+m)§+mlh cosd =ml6®sind —ks—B5+ F
(

Equazione del pendolo lungp
mamy:m(—féSmH—KéQ COSH):Fy—mg (10)
Equazione dei momenti rispetto al baricentro del pendadom@edente conn):
—Fy, cosOl+ F, sinfl =0

Sostituenddr,; ed F, nell’equazione dei momenti ottengo la seconda equazionaate:

§cosf@+060=gsind

Nota: le reazioni vincolari vanno sempre eliminate per deternait@equazioni del moto
Ponendo:
r1 = S, To = 8, x3 = 0, ry = 0, uy = F, U2 = ¢

si ottiene il modello nello spazio degli stati
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T1 = T2
(M +m)x2+mlxys coscs = mlzsinxs — kx, — Bz + ul
d33 = T4
To COSx3 + ¥ T4 = Us SIN I3
Nella seconda equazione compate nella quarta equazione compare=- il modello none
definitivo =- loop algebricada risolvere

Esempio 3pendolo fisico inverso su carrello

/2
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In questo caso al carrelincernierata un’asta di massa lunghezza& e momento di inerzia rispetto
al baricentra/g.

Le coordinate del baricentro dell’asta soie,, = (s + g sin 6, g cos )

Equazione del carrello lunga: vale la (8).

Equazione dell'asta lunge: sostituireg ad/ nella (9)

Equazione dell’asta lungg: sostituireg ad/ nella (10)

Equazione dei momenti rispetto al baricentro dell’ asta:

Jgé: —F, cos@é—l—Fy Siﬂ@é

Equazioni del moto:

(]\4—|—77”L)!9'—|—m§é(:OSHngé2 sin —ks—0s+ F
2
méécosH—F(Jg—km%)@:mgg sin 6
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Modellistica di sistemi meccanici con le equazioni di Lagrage

d (0T ol oU
< _ —0Q;, i=1....N
dt (8%) 0q; i 0q; @ :

N: gradi di liberta del sistema (ordine del sistema= 2N);,
q1,q2, - - ., qnN- coordinate generalizzate o di Lagrange;
Q1,Q2,...,Qn: forze generalizzate o di Lagrange;

T: energia cinetica del sistema (dovuta a masse e momentirdiame

U energia potenziale del sistema (potenziale gravitazepaitenziale elastico);

© o o o o o

Le variabili di stato del modello sono:

1 =4q1, T2=4q1, T3=¢q2, T4=¢2, - Tp—1=(gN, Tn =N
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® Le coordinate di Lagrangg, gs, . .., ¢n SONO un sottoinsieme di quelle posizional
ri,7r9, ..., (Spostamenti lineari ed angolari). Tale sottoinsienm/viamente
costituito da variabili indipendenti in grado di deternt@a maniera univoca tutte le
coordinate posizionali del sistema:

ri = f(q1,92,...,qN), 1=1,..., M. (11)

® Puw essere comodo determinare le espressioni delle enengigcal e potenziale prima
In coordinate posizionali e successivamente in coordilagi@ngiane utilizzando le

(11).

® Perdeterminare le forze generalizzéte ..., QQn Sl determina il lavoro virtualé L
delle forze esterne agenti sul sistema prima in coordinaseonali e poi in coordinate
lagrangiane utilizzando le (11):

dovedr; rappresenta uno spostamento virtuale.
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® |e forze peso e guelle elastiche non vanno considerate lnelcalelle forze
generalizzate (la loro azioreecompresa /).

® |Le forze attrito vanno considerate nel calcolo delle foreragalizzate.

Per il calcolo dell’energia cinetioautile il seguente teorema.

Teorema (Konig). L'energia cinetica di un sistema materiale in moto rispattain sistema

di riferimentoOxyz e, istante per istante, uguale alla somma dell’energidicanehe
possiederebbe in quell’istante, ripsett®@ayz il baricentro se in esso fosse concentrata tutte
la massa del sistematpienergia cinetica che allo stesso istante possiedetfmsistema

per il suo moto rispetto al sistema di riferimento mobileit@mtricoQx’y’ 2" (2 coincide

con il baricentroG del sistema):

1 1
T: 5MU%+§JGW2
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Esempio 1pendolo fisico

0 T NN
: Asta di lunghezzd e massa trascurabile

Sfera di massan e raggior = Jg = % mr?

= Jo = %mr2—|—m(€—|—r)2

Attrito viscoso nel perno (coefficient#)

T:%Joé2, U=-mg{+r)cosb

=0 = S6L=C60-B650 = Qi=C—p3f

\

Jo=C—60—mg(l+r)sind
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Esempio 2pendolo semplice inverso su carrello (vedi slide 36)

L

S

k e
T M O —> (1)
S il © E——
AN

—s(t)

1 1, 1 1

T:—M’U?W—I——mvm:—MSQ—i——m(32+2€éécosﬁ+€292)

2 2 2 2
1

U=mg/t COS(9—|—§ICS2

OL=Fér—psdx=Fds—03sd0s = Q1=F—05Q2=0

aa—T:(M—I—m)é—l—mﬁécose
$

or

%—O

o _
ds

k s
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oT

=m0+ mils cost or

20

ou
0s

— —m /{50 sinf = —mg/{ sinf

4

(M +m)§+ml0 cosd =mlo°sind —ks— B35+ F
§cosf+ 060 =gsind

Esempio 3pendolo fisico inverso (asta) su carrello (vedi slide 39)

1 1 : 2, 1 :
T:—M52+—m(52+6596089+£—92)+—Jgﬁ2
2 2 4 2

1
U:mgg cos@—|—§k32

\

Ssi ottengono le equazioni del moto riportate in slide 40
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Esempio 4carroponte

—

Y

—»s(t)

©-
Ve

~
N—"

DRSS

(1)

Puro rotolamento:

C=1r¢

SN NN NN NN NN N

g1 =S gz =0 qz =/
Gnm = (s,0) Gm = (s+£sin6, ¢ cosb)

om = (8,0) Uy = (54 £ sin@ + £6 cos 0, £ cosd — £ sin6)
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I .0 1 2 1 2
T = — — M —
2J¢ —|_2 UM—|_2mvm
12 1 2 1 2 2 2 A2 L y
——J—=—4+=Ms35 —|——m(s + 07+ 070 —|—23€sm@—|—23960089>
2 r2 2 2
U=—-—mg/l cosf
Y4 g

5L:F58+C’5¢:F58+C7 = U =F, Q@Q2=0, Q3=

T

Esempio 5doppio pendolo semplice
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Ipotesi: la forza applicat&’(t) agisce sempre in direzione orizzontale

mi1 = (:Ul,yl) = (fl sin01,£1 COS@l>

me = (x2,y2) = ({1 sin 6y + £2 sin 2,41 cosi + £2 cosb2)

T = %m1 6% 0% + %mg (E% 9% —|—£§ 9% + 241 0501 05 (sin 6 sin 02 + cos 64 60892))
1 1

— 5(’)’]”},1 —|—m2)€%9%—|—§m2£§03+m2£1£29192 COS(92_91)

U=—-mig¥i cos —mzg ({1 cosb + {2 cosbs)

0L = Fdxy = F (% 001 + % 5(92) = F (61 cos By 001 + V5 cos b- 5(92)
1 2

— Q1= F/¥; cosb1, Q2= FF¥s cosbs
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Esempio 6asta rotante—pallina

Asta:
Y — spessore trascurabile

— momento di inerzia baricentralg

Pallina (sfera):

— massan
— raggior

— momento di inerzia baricentralg

N Puro rotolamento:
............................... Ve s(t) =raft)
I“"r‘
""""""""""""""" = Posizione baricentro sfera:
s(t) o : :
o(t) \9/:) G = (s cosf@—r sin 6, s sin 0+r cos )
0 L »m

Roberto Diversi Controlli Automatici T-1 — p. 50/53



Modellistica di sistemi meccanici

Attenzione alla veloc# angolare della sfera:

r
1 . 1 1
T:§Ja02+§m?}é+§sz3
1 0 1 o0 240 24 R SV S 1
:§Ja0 —|—§m(s + s°0° +1r°0 —27“8(9)+§J3(9 +7“_2_27)

U=mgssinf +mgr cosb

oL=Cd0 = Qi(t) =0, Q) =C(1)

. M L?
Asta di massa/ e lunghezzd.: J, = T
Js = %mr2
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Esempio 7.
£y (t)
y(t),
m Fy(t)
|potesi:
" — massan puntiforme
K — lunghezza molla a riposaj
0(t) m = (x,y) = (r cosf,r sin6)
g - (1)
S
Coordinate cartesiane:
q1(t) = =(1), q2(t) = y(t)
1 1 2
T:§m(a';2_|_y2)’ U:mgy+§/€(\/x2—|—y2—ro>

(SL:F;,; (SCU—I—Fy (Sy = Q1<t> :Fx, Q2<t> :Fy
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Coordinate polari:

T=om (P42 6),  U=mgrsin+ 3k (r—ro)

0L = Fy0x+ F, dy = F; (cosO dr — rsinf d0) + F, (sin 0 or + r cos 0 §0)
—> Q1 =F; cosf@+ F, sinf, Q2= —F,rsinf + F,rcosb

\

m (# —r6°) =—mgsind —k(r —ro) + Fy cos® + F, sin@

acc.radiale

m (r0+270) = —mg cosd — Fyrsin@ + F, rcosf

\ . 7
Ve

acc.tangenziale
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