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Avvertenza: Vari contenuti di quesstide, che vengono fornite agli allievi solo come traccia delladai svolte,
sono tratti dai seguenti testi ai quali si rimanda per unidaizaone completa della materia:

Giovanni Marro - Teoria dei Sistemi e del Controllo, Zaniih8&ologna.
Indice ed errata corrige: http://sting.deis.unibo.g/€orso/Testi/Testi.htm
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(Il testoe fuori stampa ma disponibile nella biblioteca Dore della Faéotti Ingegneria)
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2.1 Teorema di Karatheodoris

Si consideri 'equazione differenziale vettoriale

i(t) = f(2(t), 1) ; (1)
un insieme di condizioni sufficienti perela (1) ammetta un’unica soluzione per ogni
Istante inizialety e per ogni stato iniziale, e fornito dal seguente teorema.

Teorema-— L'equazione differenziale (1) ammette un’unica solueisf) che soddisfa la
condizione inizialer(ty) =z per ognity reale assegnato e per ogpic R" se

a) per tuttigliz€R™ lafunzionef(z, -) € continua a tratti peir>t;

b) per tutti it >ty che non sono punti di discontinaiti f(z, -) e per ogni coppia di vettori
u, v €R™ e soddisfatta l@ondizione di Lipschitz

1f(u,t) = fu, )] < k@)|lu =2 (2)
ovek(t) € una funzione limitata continua a tratti a valori reali e|| indica una qualunque
norma ink™.

. ey

=

A.A. 2010/11-p. 3/33



Vale inoltre, per le soluzioni della (1), la seguente preri

Proprieta — Ogni soluzione dell’equazione differenziale El)ina funzione continua.

2.2 Stabilit dei moti e delle risposte (definizioni)

Con il terminestabilita si indica in genere l'attitudine di un sistema dinamico agnesacon
variazioni limitate del moto o della risposta a perturbaznello stato iniziale o
dell'ingresso.

Moto di riferimento: Dato un sistema dinamich' con spazio degli stati a dimensioni finite
X, che si assumaruguale adR™, I'istante inizialet, lo stato inizialez e la funzione di
ingressau(-), si usea la locuzionamoto di riferimentgoer indicare il moto

Z(t) = ¢(t, to, Zo,u(-)), t>tg. (3)

Si noti come una stessa traiettoria possa corrispondereragqi di riferimento e come un
moto ottenibile con pi funzioni di ingresso corrisponda a moti di riferimentoeatsi al
variare dell'ingresso considerato.
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Perturbazione del moto causata dallo stato inizialeSi consideri una perturbazione
dello stato iniziale; il moto di riferimente soggetto alla corrispondente perturbazione

5331(t) — So(tat()ajO—i_éana(')) o j(t) ) t Z tO . (4)

Perturbazione del moto causata dalla funzione di ingressdsi consideri una
perturbazionéwu(-) della funzione di ingresso; il moto di riferimenéosoggetto alla
corrispondente perturbazione

0xa(t) = (¢, to, To, u(-)+ou(-)) — z(t), t>to. (5)

Stabilita di un moto rispetto a perturbazioni dello stato iniziale: Il moto di riferimento
z(-) si dicestabile rispetto a perturbazioni dello stato inizisde per ognk >0 esiste un
n >0 tale che

101 ()] < e, t>tg, Vdoxg D |6zl <n (6)

ove|| - || indica una qualunque norma&i".
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L'instabilita e definita come assenza delle condizioni di stabilitmoto di riferimento si
dice quindiinstabilese non soddisfa la condizione (6)

Stabilita asintotica di un moto rispetto a perturbazioni dello statoiniziale: Il moto di
riferimentoz(-) si diceasintoticamente stabilespetto a perturbazioni dello stato iniziale se

soddisfa la definizione precedente e se

lim ||[6z1(t)|| =0, Vdxg 3 ||dxol <n. (7)

t—o0

Stabilita di un moto rispetto a perturbazioni dell'ingresso: Il moto di riferimentoz(-) si
dicestabile rispetto a perturbazioni della funzione di ingresg per ogng >0 esiste un
n >0 tale che

16z2(t)]| <&, t>to, Viu(-) > [|du®)] <n. (8)
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Risposta di riferimento: Dato un sistema dinamich' con spazio degli stati a dimensioni
finite X', che si assumaruguale adR™, l'istante inizialet, lo stato inizialez, e la funzione
di ingressau(-), si usea la locuzionegisposta di riferimentger indicare la risposta

g(t) = y(t to, Zo,u(-)), t>to. (9)

Si noti come una stessa risposta di riferimento possa pomdere a pi moti e come una
risposta ottenibile con pifunzioni di ingresso corrisponda a risposte di riferinvetiverse.

Perturbazione della risposta causata dallo stato inizialeSi consideri una perturbazione
oz dello stato iniziale; la risposta di riferimendéosoggetta alla corrispondente

perturbazione
0y (t) = v(t, to, To+0xo, u(-)) —y(t), t>to. (10)

Perturbazione della risposta causata dalla funzione di ingesso: Si consideri una
perturbazionéwu(-) della funzione di ingresso; la risposta di riferimeeteoggetta alla
corrispondente perturbazione

0y (t) = v(t, to, To, a(-)+0u(-)) —gy(t), t>to. (11)
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Stabilita di una risposta rispetto a perturbazioni dello stato inizale: La risposta di
riferimentoy(-) si dicestabile rispetto a perturbazioni dello stato inizisde per ogng >0
esiste um > 0 tale che

H(S;yl(t)H <e, t>ig, Voxg D ||5330H < (12)

ove|| - || indica una qualunque norma&i".

Stabilita asintotica di una risposta rispetto a perturbazioni dellostato iniziale: La
risposta di riferimentgj(-) si diceasintoticamente stabilespetto a perturbazioni dello stato
Iniziale se soddisfa la condizione (12) e se

Jim oy (#)[| =0, Vozo > [[dzol <. (13)

Stabilita di una risposta rispetto a perturbazioni dell’'ingresso:La risposta di riferimento
y(-) si dicestabile rispetto a perturbazioni della funzione di ingesg per ogni > 0 esiste
unn >0 tale che

10y2()|| < e, t>to, You(-) > [[ou(?)] <n. (14)
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2.3 Stabilia degli stati e delle uscite di equilibrio

Essendo gli stati di equilibrio particolari moti, sono apabili a tali stati tutte le definizioni
di stabilita gia viste per i moti. Al solo fine di una maggiore chiarezza tefirizioni
vengono qui ripetute facendo riferimento, in maniera eggali a stati di equilibrio.

Stabilita di uno stato di equilibrio: Uno stato di equilibrice relativo alla funzione di
ingressau(-) applicata pet > t, si dicestabilepert > ¢ty se per ogni >0 esiste um >0
tale che risulti

|p(t, to, T + dxg,u(-)) —Z|| < e, t>tg,Vdzg D ||dzo]| < 7. (15)
Lo stato di equilibriaz si diceinstabilepert > t, se non soddisfa la condizione (15).

Stabilita asintotica di uno stato di equilibrio: Lo stato di equilibriaz relativo alla
funzione di ingressa(-) applicata pet > ¢, si diceasintoticamente stabilgert > t, se
soddisfa la condizione precedente e se

lim ([ p(t, to, & + Swo, () — & = 0, ¥wg 3 [[daoll < 7. (16)
=¥
| ‘r“:n
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Stabilita di uno stato di equilibrio rispetto a perturbazioni dell’i ngresso:Lo stato di
equilibrio z corrispondente alla funzione di ingressQ) applicata pet > ¢, si dicestabile
rispetto a perturbazioni della funzione di ingregsert > t; se per ogng >0 esiste un

n >0 tale che

le(t, to, T, u(-) + du(t)) — zl| <e,You(-) 3 ldu(t)|| <n, t=to. (17)

In maniera del tutto analoga a quanto fatto per gli stati dildagio, e possibile riformulare
le definizioni precedenti per le uscite di equilibrio.
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2.4 Stabilig “in piccolo” e “in grande”

Le definizioni di stabili& viste sino ad ora fanno riferimento alla cosiddst&bilita in
piccoloo locale cioe alla capac# del moto o della risposta di rispondere con variazioni
comungue piccole a perturbazioni dello stato iniziale dedeinzione di ingresso. Quando
invece si vuole dare una misura dell’'eatdelle perturbazioni cui corrisponde un
comportamento stabile dei moti e delle traiettorie si pdristabilita in grande Le
definizioni che seguono si riferiscono alla stahilih grande.

Dominio di stabilit a asintotica per un moto: Se il moto di riferimentoz(-) corrispondente
ato, To, u(-) € asintoticamente stabile, esiste un insieme di statiahii, (¢y, o, u(-)) tale
che la (7) sia soddisfatta per variazioni dello stato ihe&zda: tali chezy + dxg € Ap. Ap €
dettodominio di stabilia asintoticaper il moto di riferimento considerato.

Stabilita asintotica globale di un moto:Seée Xy(tg, Zo, u(-)) = &, il moto di riferimento
z(-) si diceglobalmente asintoticamente stabitge cd avviene per ogni(-), il sistemaX’
si dice globalmente asintoticamente stabiletpert,.
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Un dominio di stabili& asintotica

Dominio di stabilit a asintotica per una risposta:Se la risposta di riferimento

y(+)(to, To, u(-)) € asintoticamente stabile, esiste un insieme di statiahii, (g, Zo, u(-))
tale che la (13) sia soddisfatta per variazioni dello staitmale dx( tali chexy + dxg € .
Xy e dettodominio di stabiliai asintoticaper la risposta di riferimento considerata.

Stabilita asintotica globale di una risposta:See Xy (to, zo, u(-)) = X, la risposta di
riferimentoy(-) si diceglobalmente asintoticamente stabile

Stabilita i.l.s.l.: Il moto di riferimentoz(-), si dicestabile ingresso limitato - stato limitato
se esistono due numeri reali positi,, ed M., in generale funzioni diy, o, u(-), tali che

[0x2(t)]| < My, Vou() 2 [|du(t)|| < My, t>to. (18)
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Stabilitai.l.u.l.: La risposta di riferimentg(-) si dicestabile ingresso limitato - uscita
limitata (stabile i1.l.u.l.) se esistono due numeri reali posifiyj, ed M,,, in generale funzioni
di tg, Zo, u(-), tali che

10y2()]| < My, ¥ou(-) 3 [[ou(t)|| < My, t=to. (19)

2.5 Introduzione ai criteri di stabiétdi Liapunov

Prima di introdurre i criteri di stabilet basati sul metodo diretto di Liapunov sono opportune
alcune considerazioni:

1) Le definizioni di stabilid viste in precedenza fanno riferimento a singoli moti, sliat
equilibrio, risposte ed uscite di equilibrio di sistemi @dmici non stazionari descrivibili
mediante i1 modelli differenzial

#(t) = f(e(t), ult). 1 (20)
y(t) = g(@(t),u(t),t) (21)
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o mediante i modelli alle differenze
vk +1) = f(w(k), ulk), k) (22)
y(k) = g(z(k), u(k), k) (23)
Poicle tali moti, stati di equilibrio, risposte ed uscite di eduwilo fanno riferimento ad una

ben precisa ed assegnata funzione di ingr@$sp e possibile incorporare tale ingresso
nelle funzionif e g e considerare, per lo studio della loro stahilinodelli del tipo

i(t) = f(x(t),t) (24)
y(t) = g(=(t),1) (25)
o del tipo
z(k+1) = f(z(k), k) (26)
y(k) = g(z(k), k) (27)

Naturalmente se si desidera considerare un diverso irgyigssoccorre considerare anche
diverse funzionif e g.
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2) Mediante un cambiamento di coordinateempre possibile fare coincidere uno stato od
una uscita di equilibrio con I'origine dello spazio degh dello spazio delle uscite. €i
richiede, ovviamente, la modifica delle funzighe g (24)—(25) o (26)—(27).

3) Si consideri il sistema non stazionario (20)—(21) ed itordi riferimentoz(-). Per la
perturbazione del motér (¢) definita dalla (4 possibile scrivere la relazione

55&1@) — f(j(t) + 5331(15)7 ’(_L(t), t) o f(j(t)a ’(_L(t), t) : (28)
Analogamente per la perturbazione dell'usdita(t) (10) e possibile scrivere la relazione
6y1(t) = g(T(t) + da1 (1), a(t),t) — g(z(t). a(t), 1) . (29)

Essenddf e g note eu(-) assegnato, si possono scrivere le relazioni precedetdifoeha
55531(t) = fl ((Sibl(t), t) (30)
0y1(t) = g1 (z1(t), 1) (31)

ove le funzionif; e g; dipendono da(-) ety. Il modello (30)—(31) rappresenta un sistema
libero per il quale lo stato zero e 'uscita zero sono di eqQud pert > t;.

—J>
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4) Quanto detto per i sistemi continui@essere ripetuto per i sistemi a tempo discreto.

5) La stabili semplice ed asintotica pep ¢, dello stato zero del sistema libero (30)—(31)
per perturbazioni dello stato iniziale corrisponde ali&bdita semplice ed asintotica del
moto di riferimentoz(-) per perturbazioni dello stato iniziale. Lo stesso leganst@fa la
stabilita semplice ed asintotica pet> ty dell’'uscita zero del sistema libero (30)—(31) e la
stabilita semplice ed asintotica della risposta di riferimeptg del sistema (20)—(21) per
perturbazioni dello stato iniziale.

6) Quanto detto per il moto di riferimentq(-) e la risposta di riferimentg(-) del sistema
(20)—(21) pw essere ripetuto per qualunque stato di equilibrio e udceguilibrio per

t > to di tale sistema. Ne segue che lo studio della stabiier perturbazioni dello stato
Iniziale, di ogni moto, stato di equilibrio, risposta e uaali equilibrio di un sistema
dinamico generico pusempre essere ricondotto allo studio della stahifier perturbazioni
dello stato iniziale, dello stato zero di un opportuno srsdibero del tipo (30)—(31) o di un
analogo sistema discreto.
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Per non appesantire la notazione si indicheranno tali maaehe segue

&(t) = f1(z(t),1) (32)

. y(t) = g1(=(t),t) (33)
z(k+1) = fi(z(k), k) (34)

y(k) = g1 (x(k), k) . (35)

2.6 | criteri di stabilitt di Liapunov

Tali criteri consentono di valutare la stakaljtper perturbazioni dello stato iniziale, dello
stato zero di un sistema del tipo (32)—(33) 0 (34)—(35); lagone di tale problema porta,
come sie visto, alla valutazione della stabdjtper perturbazioni dello stato iniziale, dei moti
di riferimento e degli stati di equilibrio di un sistema gane del tipo (20)—(21) o (22)—(23).

| criteri di Liapunov verranno dapprima enunciati con rifleento al caso pi semplice in cui
Il tempo non sia argomento della funziofie quindi estesi al caso generale

i(t) = fi(2(t)) - (36)
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Funzioni definite positive: Una funzioneV/ (x) si dicedefinita positivan un intornoD
dell'origine dello spazio degli stati se per oghie D:

a) V(x) ha derivate parziali continue rispetto alle componenti di
b) V(0) = 0;
c)V(x) >0, Va # 0;

Funzioni di Liapunov: Una funzionel’ (x) e dettafunzione di Liapunoin un intornoD
dell'origine dello spazio degli stati del sistema (32))(38

a) V (x) e definita positiva irD;
b) V(z) = (gradV, fi(z)) <0, Yz € D.

Stabilita semplice:Lo stato zero del sistema (38)stabile, per perturbazioni dello stato
iniziale, se esiste una funzione di Liapun®\yx), in un intornoD dell’'origine dello spazio
deqli stati.
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Dimostrazione: Si indichi conS (0, «) I'intorno sferico di raggion dell’origine ossia
I'insieme dei vettoriz con||x|| < «. La stabilita dell'originee verificata se per ogni numero
reales > 0 esiste un numero reale> 0 tale che per ogni(ty) € S(0,n) risulti

x(t) € §(0,¢) pert > ty. SeV (x) e una funzione di Liapunov in un intorrid dell’origine
allora, essendd (x) definita positiva, esiste un numero reale positivale che lI'insieme
V(k) ={z: V(x) <k} sia contenuto i (0, ). Scegliendo; > 0 in modo che risulti
S(0,n) C V(k), sex(tg) € S(0,n) risultaV (x(tg)) < k e, risultandd/ (x) noncrescente
lungo qualunque traiettoria, pusgt) € V(k), Vt > to quindiz(t) € §(0,¢),Vt > tg.

Stabilita asintotica: Lo stato zero del sistema (36)asintoticamente stabile, per
perturbazioni dello stato iniziale, se esiste una funzaingapunov,V (x), in un intornoD
dell’origine dello spazio degli stati tale chgz) < 0, ¥z # 0.

Vix
h =inf,cy) < V&;)

e possibile scrivere la relazione

Dimostrazione: Ponendo
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Vir) < —-hV(x), Vx e V().
| valori di V' (x) lungo la traiettoria corrispondente al mai¢) soddisfano la diseguaglianza
V(z(t)) < e~ t=to) V(z(tg)) < ke hlt=to) .

la traiettoria appartiene quindi all'insiem&k e~"(t—*0)) che tende allo stato zero per

t — o0.

Esempio —Si consideri una sferetta di maskhappesa all’estrenatdi una molla che
esercita una forza elastica legata in maniera non lineanecahllungamenta;;, secondo la
leggeF(z1).
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Indicando core; la velocit di spostamento della sferetta e aola somma della forza peso
e di eventuali altre forze applicate, il sisteendescritto dalle equazioni

,7;’1 = 29

29 = —F(z1)/M 4+ u/M .
Si indichi poi conz. = (21¢, 22¢) = (216, 0) lo stato di equilibrio corrispondente ad
u. = M g. Per studiarne la stabgitcon il criterio di Liapunov si considerino le nuove

variabili di statox; = 21 — z1., T2 = 2 rispetto alle quali il comportamento del sistema
nello stato di equilibrio consideratodescritto dalle equazioni

jjl = X9
9 :—F(ZCl—I—Zle)/M—I—ue/M.

Si tratta di un modello del tipo
z(t) = f1(z(t))
con l'origine come stato di equilibrio.
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Si consideri, per studiarne la stakalifa funzionél/(x) che esprime la variazione
dell'energia totale del sistema rispetto a quella possedelio statar = (0, 0)

1 2
V(a:):/ F(f—l—zle) d§—Mg:c1+M%.
0

La derivata rispetto al tempo dell&(x) € data da

V(z) = (gradV, fi(z)) = (F(21+21e) — Mg) 22+ M 2o (—F (214 21.) + Mg) /M = 0.

In qualunque intorno dell’originé pertanto soddisfatta la condiziohi¢z) < 0 e risulta
inoltre V(0) = 0. La funzioneV (x) soddisfa tutte le condizioni del primo Criterio di
Liapunov ed il punto di equilibrio consideragostabile.

Osservazione -Si nhoti come non si sia fatto riferimento, negli enunciati@ateri di
Liapunov, all'istante iniziale; cio a causa della stazionaaedel sistema (36) considerato.
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Considerando ora il caso generale di un sistema non stamatescritto dal modello
(32)—(33), I'estensione deil risultati precedenti si siientroducendo funzioni di Liapunov
dipendenti non solo da ma anche da, V' (z, ), la cui derivata rispetto al temp@odata da

V(o t) = (grad, V, fi(2,)) + %—Y |

Nell’estensione dei Criteri di Liapunov che si ottiene attucendo le funzioni di Liapunov
V(z,t) occorrea fare nuovamente riferimento all’'istante iniziajeper definire la stabilé
semplice ed asintotica dello stato zero.

(37)

Il teorema che segue illustra I'applicazione del metodoidplnov nella determinazione di
condizioni di stabili& asintotica globale.

Stabilita asintotica globale:ll sistema (36 globalmente asintoticamente stabile nello
stato zero se esiste una funzione di Liapunov definita nedfo spazio degli staft’ tale che
V(z)<0,Vz#0e chelim ;. V () = oco. Condizioni analoghe valgono per il
sistema non stazionario (32)—(33) con riferimento allzfoneV (z, t).
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Osservazione -L'estensione dei criteri di Liapunov ai sistemi discretoiiene definendo
iIn maniera opportuna le funzioni di Liapunov. Si considpdr semplicid, il modello
stazionario

z(k+1) = fi(z(k)) ; (38)

una funziond/(x) si definisce di Liapunov in un intorn® dell’origine dello spazio degli
stati del sistema (37) se

AV(z) =V (fi(z)) = V(z) <0,Vz eD. (39)
| risultati precedenti possono poi venire riformulati $indoAV (z) aV (z).

2.7 Linearizzazione del sistemi non lineari

Si consideri un sistema dinamico non lineare e non stazmdascritto dal modello
(20)—(21) ed il moto di riferimenta(-) (3) per il quale risulta

z(t) = f(z(t),ut),t) . (40)
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Considerando sia una perturbazione dello stato inizdalg,che una perturbazione della
funzione di ingressaju(-), si ottiene il moto perturbata(-) + dx(-) per il quale risulta

Z(t) 4+ 6x(t) = f(Z(t) + dx(t), u(t) + du(t),t) . (41)

Se la funzionef e sviluppabile in serie di Taylor risulta

Z(t) + ox(t) = f(x(t), u(t),t) + %

of
Se(t) - 2
SRR vl

a(t) a(t)

Sut) +....  (42)

Arrestando lo sviluppo in serie al secondo termine e ten@neeente la (39) si ottiene |l
modello linearizzato

Si(t) = A(t) 52(t) + B(t) Su(t) (43)
ove
0 0
A =21 o Bo=91 (44)
a(t) a(t)
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2.8 |l criterio ridotto di Liapunov

La stabilita dello stato di equilibrio rispetto al qualeeslinearizzato un sistema non lineare
puo essere studiata valutando la staitiel modello lineare ottenuto. Valgono al riguardo i
seguenti criteri.

Criterio ridotto di Liapunov: Lo stato di equilibrio rispetto al quakestato ottenuto il
modello linearizzato (43¢ asintoticamente stabile se tutti gli autovalori dellanmat
dinamicaA del modello linearizzato sono a parte reale negativa, seilcmodello
linearizzatoe asintoticamente stabile.

Teorema —Lo stato di equilibrio rispetto al quakestato ottenuto il modello linearizzato
(43) e instabile se la matrice dinamicgadel modello linearizzato ha uno oypautovalori a
parte reale positiva.
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Esempio —Si consideri un modello preda—predatore in un ecosistem&apacia portante
k, dato da

. L1
1 = a1x (1 — ?> — agx122 = f1(x1, T2)
Ty = —asTo + asx122 = fo(w1,T2)

ovex; misura la quanté di prede e, quella dei predatori. Sia inoltie, = 10, as = 3,
a3 = 5, aqy = 2, k = 20. Nello stato di equilibrio

as

L1le = = 2.5
a4
Ty, =4 (1 _ ﬁ) — 9.91667
a9 ka4
la matrice dinamica del modello linearizzao
I 8fl 3f1 ] i ]
A Or1 Oxs _ —1.25 —=7.5
gf 2 gf 2 5.83333 0
/\\3%) Al o | %2 L _
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con autovalori
A1 = —0.625 4 76.585
Ao = —0.625 —76.585.

Ne segue, in base al Criterio ridotto di Liapunov, la stébgisintotica dello stato di
equilibrio studiato.

Osservazione- Nel caso la matrice dinamica del modello linearizzato alalcuni
autovalori a parte reale negativa ed i rimanenti a parte maala none possibile trarre
conclusioni sulla stabili dello stato di equilibrio nell'intorno del qualeesiinearizzato.

2.9 | criteri di instabili. di Liapunov e Cetaev

Oltre ai criteri di stabilih possono essere enunciati criteri di instadiier gli stati di
equilibrio di sistemi dinamici non lineari liberi del tip@2)—(33) e (34)—(35). Ci si limita
qui ad enunciare due criteri tra itpnoti, dovuti a Liapunov e Cetaev, per sistemi liberi e
stazionari del tipo (36) per i quali lo stato zero sia unocsthtequilibrio.

. ey

=
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Criterio di instabilit a di Liapunov: SiaV (x) una funzione continua con derivate parziali
continue in un intorn@® contenente l'origine dello spazio degli stati del sisteB®)( Tale
funzione si annulli nell’origine ed assuma valori positivipunti arbitrariamente vicini
all'origine; V (z) = (gradV, fi(z) ) risulti inoltre definita positiva in un intorn®
dell’origine. Allora lo stato zer@ di equilibrio instabile.

Esempio — Si consideri il modello di Volterra—Lotka relativo a popoiani interagenti in un
ecosistema con capagziportante non limitata,

T1 = a1T1] — A2T1T2
Tog = —a3To + A4T1T2

ovexr; edxs misurano la consistenza delle due popolazioni. Tale modeiimette lo stato
di equilibriox; = 0, zo = 0 del quale si vuole valutare la stakdlio meno. Si consideri la
funzioneV (z) = (z1 + x2)?; risulta

V(x) = (gradV, fi(z)) = <2$1 =+ 2$2) (alilfl — 2X1T2 — G3T2 + a4x1$2) :
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Lungo l'asser, = 0 si hanno valori positivi dV(az) In qualunque intorno dell’origine;
risulta inoltreV (0) = 0. La funzioneV (z) soddisfa quindi le condizioni del Criterio di
instabilita di Liapunov e I'originee quindi un punto di equilibrio instabile.

Criterio di instabilit a di Cetaev: SiaD un intorno dell’origine dello spazio degli stati del
sistema (36)D; una sottoregione dp e V() una funzione dic con le seguenti propriat

a) V (x) e continua assieme alle sue derivate parzialpin
b) V(z) e V(x) sono positive nei punti interni d;;

¢) sui punti della frontiera dD; interni aD &V (z) = 0:

d) lo stato zero appartiene alla frontieraZeli.

In tali condizioni lo stato zere instabile.
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