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Avvertenza: Vari contenuti di quesstide, che vengono fornite agli allievi solo come traccia delladai svolte,
sono tratti dai seguenti testi ai quali si rimanda per unidaizaone completa della materia:

Giovanni Marro - Teoria dei Sistemi e del Controllo, Zaniih8&ologna.
Indice ed errata corrige: http://sting.deis.unibo.g/€orso/Testi/Testi.htm
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Giovanni Marro - Teoria dei sistemi: Fondamenti, PatronpBoa.

(Il testoe fuori stampa ma disponibile nella biblioteca Dore della Faéotti Ingegneria)
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3.1 Evoluzione dello stato nel sistemi continui

Si consideri il modello differenziale di un sistema linearen stazionario e continuo, dato
da

&(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t)

y(t) = C(t) z(t) + D(t) u(t) (1)

ove le matriciA(t), B(t), C(t) e D(t) sono matrici di funzioni del tempo con valori fd o
in C. Per descrivere le propreetlella soluzione della equazione differenziale precedsint
consideri la omogenea associata

z(t) = A(t) z(t) (2)
che descrive un sistema libero. In tale sistema il moto gpomdente allo stato iniziale, al
tempot, e dato da

CU(t) — Sp(tv th Lo, O) (3)
che, per la linearé della funzionep, puo essere scritto nella forma
z(t) = P(1,to) xo (4)

ove la matriced(t, ty) prende il nome dimatrice di transizione
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Osservazione- Tra le soluzioni della (2) definite dalla (4) esiste la s@uoez(-) = 0, detta
soluzione ovvigper l'unicita della soluzione corrispondente ad un evento inizialegasde,
tale soluzione unica. Esiste quindi, nel sistema (2), un unico moto idantiente nullo,
guello corrispondente a stato iniziale nullo.

Osservazione- Sexy = ¢; (i—esima colonna della matrice ideaditnella (4) risulta

z(t) = ¢i(t; o) (5)
ove p;(t, tg) indica lai—esima colonna dell@(t, ty). In base a tale osservazione sopu
anche caratterizzare (¢, ty) come soluzione dell’equazione differenziale matriciale

X(t) = A(t) X () (6)

con la condizione inizial&X (tg) = 1.
Teorema— La matrice di transizion@ (¢, ty) € non singolare per tuttiti to € R, t > to.

Dimostrazione: Si indichino cony; (¢, tg) (i=1,...,n) le n colonne della matrice di
transizione dello stato. Si supponga ora che per un paatebla ¢ (¢, o) sia singolare;
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vale allora, per un insieme di coefficientj (i=1, ..., n) non tutti nulli, la relazione

ozlgol(t,to) + ...+ ozngon(t,to) =0.

Il primo membroe una soluzione della (2) e, in quanto tale, ammette una shlaisne che
si annulla in un istanté > ¢y, quella identicamente nulla. Anche all’'istarterisulta

ertanto
P a1p1(to,to) + - .. + anpn(to,to) = azer + ...+ ane, =0

Il che none possibile essendo i vetterj (i=1,...,n) linearmente indipendenti.

Teorema— L'insieme di tutte le soluzioni della (B uno spazio vettoriale addimensioni.

Dimostrazione: Le (3) e (4) evidenziano come lI'insieme delle soluzioni s@mpo della
trasformazione lineare(t, to, x(ty), 0) € Sia pertanto uno spazio vettoriale. La non
singolaritr della® (¢, ty) assicura poi la condizion®m im (t, tg, z(tg),0) = dim X = n.

Osservazione- Il sistema dinamico (28 sempre invertibile essendo possibile determinare
lo stato iniziale in funzione di quello finale in qualunquéeirvallo [ty, 1] grazie alla non
singolarit della® (¢, ty):

x(to) = ® ' (t1, o) x(t1) - (7)
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Proprieta — La matrice di transizion@(t, ty) soddisfa le seguenti propréet

1) Inversione:

D(t,t0) = D" (to, 1) ; (8)
2) Composizione:
D(t,tg) = P(L,11) P(t1,t0) ; (9)
3) Separazione:
D(t,t0) = O(t) O~ (to) ; (10)

la (10) segue dalla (8) ponendo per esenpio) =o(¢,t*) cont* arbitrario;
4) Evoluzione nel tempo del determinante:
det ®(t,t9) =€ Jug trA(m) dr : (11)
dovetr A indica latracciadella matriceA.

Proprieta — La successione di Peano-Baker

(I)()(t,to) - I, (I)Z‘(t,to) - I—l—/ A(T) (I)z'—l(Ty to) dr (’I, - 1,2, . ) (12)

to
converge uniformemente alla matrice di transizione dedto (¢, ¢().
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Proprieta — Gli elementi della matrice di transizione dello stét@, ty) sono funzioni
continue del tempo.

Teorema: L'espressione del moto del sistema con condizione iniztélg) =z, e funzione
d’'ingresso continua a tratti(-) e

2(t) = Bt to) 7o + / (t,7) B(r) u(r)dr . (13)

to
Dimostrazione: Si osservi innanzitutto che la (13) soddisfa la condizionaale
considerata essenddt, to) = I. Derivando poi rispetto al tempo ambo i membri ed
applicando la regola per il calcolo della derivata di ungnéde dipendente da un parametro

data da
d ré@ : . b(t)
e = F@, 00 - fa@ )it [ fanda
a(t) a(t)
ove : 0

f(:C,t) — Ef(xvt)a

Sl ottiene ,
i(t) = ®(t, to) xo + P(t,t) B(t) u(t) +/t<i>(t, ) B(t)u(r)dr

,\\(/3 0
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#(t) = A(t) ((I)(t, to) zo + /t O(t, ) B()u(r) d7> B ut) = A(t) z(t) + B(t) u(t).

0

La sostituzione della (13) nella seconda delle (1) portaetiatamente alla seguente
espressione per la funzione di risposta, to, zo, u(+)):

y(t) = C(t) P(t,tg) xo + C’(t)/ O(t,7) B(7)u(r)dr + D(t) u(t)

to

— O(t) B(t, o) 20 + / C(#)®(t,7) B(r)u(r)dr + D) u(t).  (14)

to

Gli integrali a secondo membro delle (13) e (14) sortegrali di convoluziongi cui nuclei
sono le funzioni

V(t,7)=®(t,7) B(7) (15)
Wi(t,7)=C(t)®(t,7) B(T). (16)
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Definizione— La matricelV/ (¢, 7) viene dettaisposta impulsivalel sistema.

Teorema— L'elementow;; (¢, ty) della matrice di risposta impulsiV& (¢, to) descrive la
risposta osservata sullaesima uscita del sistema dinamico (1) a partire dallo ste@le
x(tp) = 0 quando all'ingressg—esimo viene applicato, al tempg I'impulso di Dirac.

Dimostrazione: Si consideri la funzione continua a trafi(, ¢y, - ) rappresentata in figura
e si supponga che il parametresia fatto tendere a 0.

1 A(T, to, l'J)

0 t to lotr & t

—F Un impulso
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Al limite, si ottiene unimpulso di Dirag avente ampiezza infinita e area unitaria. Limpulso
di Dirac applicato pet=t, viene indicato com(t—t). Si definisce

to to
/ d(t—tg)dt = lim A(T,tg,t)dt =1.
ty

T—0 t1

Analogamente, considerando una qualunque funzione eantlal tempof(-), si definisce

/2f(t> (t—t,) dt—hm/ F(O) Alrto.t) dt = f(to)

T—0

Ci siriferisca ora ad un sistema puramente dinamico con statiale nullo e si applichi al
suoj—esimo ingresso I'impulso di figura mantenendo gli altriregsi a zero. Per — 0 si

ottiene t
:/ W(t,7)ejo(t—to)dr = W(t,to)e; (j=1,...,p)
to

ovee; indica laj—esima colonna della matrice ideatit_a colonngi—esima dilV (¢, ¢)
rappresenta quindi la risposta del sistema ad un impulsardc@pplicato int, con
z(to) = 0, al corrispondente ingresso; I'elemertaesimo di tale colonnay;;(¢,%), € la
risposta osservata sullaesima uscita.
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La relazione (14) per un sistema puramente dinamico coo stiztale zero diventa

y(t) = W(t,7)u(r)dr. (17)

to
La risposta con stato iniziale nullo di un sistema lineamamente dinamice quindi
completamente descritta dalla sua risposta all'impul3sguazione (17) costituisce pertanto
un modello ingresso—uscif@er un sistema lineare.
3.2 Evoluzione dello stato nei sistemi discreti

Per tali sistemi si considera il modello alle differenze
r(k+1) = Aq(k) (k) + Ba(k) u(k)
y(k) = Cq(k) z(k) + Da(k) u(k) (18)

e, analogamente al caso continuo, si @@sprimere il moto a partire dallo stato inizialg
all’istante inizialej con ingresso nullo

—
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nella forma
x(i) = @(i,7) (7)) (20)

ove la matrice di transizion®(i, j ) puo essere considerata come soluzione dell’equazione
matriciale alle differenze

X(k+1)=Aqk) X (k) (21)
con condizione inizialéX( j ) = I. Diversamente dal caso dei sistemi continupld, ;)
puo risultare singolare; ciavviene se e solo se la matrice dinamiGa k) risulta singolare
per almeno un valore di compreso trg ed: — 1. Risulta infatti:

®(i,j) = Aa(t —1) Aa(i —2) ... Aa(j + 1) Aa(J) - (22)

La matrice di transizion@ (7, j ) soddisfa le seguenti propréet

1) Inversione:
O(i,5) =07 (4,1) (23)
se®d(z, 7 ) € non singolare;

2) Composizione:
(i, j) = O(i, k) B(k, j ) ; (24)
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3) Separazione:
®(i,7) =0O(1) 07" (j) (25)

se esiste uk per cui®(j ) = ®(k, j) € non singolare;
4) Evoluzione nel tempo del determinante:
det ®(i,7) =det Ay(i — 1)det Ag(i —2)...det Ag(j) . (26)
L’evoluzione dello stato del sistema (18)oi descritta dal seguente teorema.

Teorema-— La soluzione dell’equazione alle differenze che desdawdinamica del sistema
con condizione iniziale( j )=z, € data dalla funzione di transizione dello stato

(i) = P®(i,5 ) xg —|—§(I)(i,k—|—1) By(k)u(k) . (27)
k=j
Sostituendo la (27) nella funzione di uscita si ottiene l@fane di risposta
1—1
y(i) = Cali) @(i,j) o + Cali) }_ (i, k1) Ba(k) u(k) + Dai)u(i) . (28)
,\\3%; v
A
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La matrice

W(i,j)=Ca(i) ®(i,j+1) Ba(J) (29)
e poi dettarisposta all'impulsadel sistema discreto considerato. Il suo signifiaasmalogo
al caso continuo: se il sistenggpuramente dinamico, @see D,(: ) =0, la k—esima
colonna delldV (4, j ) rappresenta la risposta da stato zero ad un ingresso ideaite
nullo, eccetto che nella—esima componente, uguale ad uno all’'istante inizialea

W (i, j ) consente di determinare la risposta da stato zero di umsagpeiramente dinamico

attraverso la relazione -

y(i) =y Wi k)u(k). (30)

k=j
3.3 Passaggio da modelli continui a modelli discreti

E spesso utile considerare modelli discreti per descrisistemi continui ai quali sia
applicato un ingresso soggetto a variazioni solamente iséahti di tempotg+:i 7’
(=0, 1,...) nei quali viene pure campionato il valore dell’'uscita.€elsituazione si
riscontra, ad esempio, quando si considerino sistemi dralbmdigitali.
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In tali casi le matricid;(k), Bq(k), Ca(k) e D4(k) che descrivono il modello discreto sono
legate alle matrici4, B, C' e D che descrivono quello continuo dalle seguenti relazioni

Ag(k) = ®(to+ (k+1)T,to + kT) (31)
to+(k+1)T
Bq(k) = / D (to + (k+1)T,7) B(1)dr (32)
to+kT
Ca(k) =C(tog+ kT) (33)
Dy(k) = D(to+kT). (34)

La matrice di transizione dello stafgz, j) e, in questo caso, sempre non singolare essendo
la matrice di transizione di un modello continuo nell'intalto [(¢g + jT'), (to + iT)].

3.4 Raggiungibilid e controllabili&

Teorema— Gli insiemiR* (tg,t1,0) ed R~ (to, t1,0) relativi a sistemi lineari sono
sottospazi dit'.

—
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Dimostrazione: Linsieme R ™ (¢, t1,0) € un sottospazio in quanto immagine della
trasformazione linear@(t;,to, 0, u(-)) dalfy aX'. Per quanto riguard® (o, t1,0) Si
osservi che se; edx, appartengono a tale sottoinsieme risulta, per opportumadui di
iIngressous () edus(+), ¢(t1,to, x1,u1(-)) = 0 €p(t1, to, x2,usz(-)) = 0. Per la lineria
della funzione di transizione vale d’altronde, per ognimadi scalariv; e as, la relazione

p(t1,to, iz +aoma, aug (+)Fagus(-)) = arp(t, to, 1, ui(-))+axp(ti, to, T2, u2(:)) =0;

R~ (to, t1,0) € pertanto un sottospazio &i.

Nel caso dei sistemi lineari non stazionari gli insiémiit (¢g, t1,0), W~ (to, t1,0) in
generale non sono sottospazi. Per la progriktscomposizione del moto vale poi la
seguente propriat

Proprieta— Nel caso dei sistemi lineari I'insienf@* (¢g, t1, zo) € la varieh lineare somma
di uno stato arbitrario raggiungibile da in [to, 1] e del sottospazi® * (o, t1, 0),
I'insieme R~ (tg,t1, 1) € la varied lineare somma di uno stato arbitrario da.cupuo
essere raggiunto ifg, ¢1] e del sottospazi® ~ (¢, t1,0).
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Lemma — Si consideri una matricg(-), n x m, le cui righe siano funzioni del tempo
continue in[ty, t1] con valori inR™. Condizione necessaria e sufficiente persia

Ff)z =0 Vte [ty t] (35)
ex € ker G(to,t1) con "
G(tg,t1) = / F(t)FT(t)dt. (36)

to

Dimostrazione: La matriceG(ty, t1) € simmetrica, in quanto integrale di una matrice
simmetrica. Per ogntc R™ e
t1
(@,Glto, ) ) = [ IFT(®)al3dt
to
da cui risulta che&>(ty, 1) € semidefinita positiva e che ogne R"™ tale che
(x,G(to, t1) ) =0 soddisfa pure ld&™* (t) x =0 per ognit € [ty, t,] e viceversa. Essendo
G(to, t1) semidefinita positivdz, G(tg, t1) ) =0 se e solo sé x € ker G(tg, t1).
Se la (35) vale pet # 0, le righe diF'(-) sono linearmente dipendenti|ify, ¢1], € questo,
come sie visto, accade se e solo se la matrife,, t1) € singolare.
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Teorema— | sottospazi di raggiungibibit e di controllabili& del sistema (1) nell'intervallo
to,t1] SONO dati da

R+(t0,t1,0) = im P(to,tl) (37)
R_(to,tl, O) = (I)_l(tl, to) im P(to,tl) = (I)(to, tl) imP(to, tl) (38)

ove P(to, t1) € la matrice simmetrica semidefinita positiva

t1
P(thtl) — / (I)(tlaT) B(T) BT(T) (I)T(tlaT) dr . (39)
to

Dimostrazione: Essendder P(tg,t; )= (im P(to,t1))", per dimostrare la (37) basta
verificare che gli stati diversi da zero apparteneni#@aP (tq, ;) non sono raggiungibili
dall’origine in [ty, t1] e che gli stati appartenentiia P(tg, ¢t1) invece lo sono.

Sex; e raggiungibile dall’origine intq, t1], esiste una funzione di ingress ) tale che

t1
x1:/ ®(ty,7) B(m) u(r)dr . (40)
to
—%
o
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Siax; €ker P(ty,t1). Moltiplicando scalarmente per, ambo i membri della precedente
relazione si ottiene
t1
(x1,21) = / (B (1) @1 (t1, 1) 21, u(r)) dr .
to
Per il Lemma precedenteB? (t) ®1'(t1,t) 21 =0 per ognit € [ty, t1], per cui, qualunque sia
I'ingressow(-), la condizioner; € ker P(ty,t1) implicax; =0.
Siax; €im P(tg, t1), per cui, indicando co®* (¢, t1) la pseudoinversa d?(tg, t1 ), vale
la relazione
r1 = P(to,t1) P™(to,t1) 21 ;

sostituendo in questa I'espressiondtt,, 1) data dalla (39) si ottiene

t1
- / B(ty,7) B(r) BT (r) T (t1,7) P (tg, 11) 2, dr
to
che, per confronto con la (40), stabilisce ahee raggiungibile dall’origine applicando la
funzione di ingresso
w(t) = BT (t) @' (t1,t) PT(to, t1) z1 . (41)
=
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La (38) si prova notando che la relaziangce R~ (g, t1, 0) implica I'esistenza di un
ingressau(-) tale che t

1

O:(I)(tl,tg)$0+/ (I)(tl,T)B(T)U(T)dT
to
cioe
—(I)(tl, to) o € R+ (to, t1, O)
da cui
o €D (t1,t0) RT (Lo, t1,0) = ®(to,t1) RT (to, t1,0)

e cio completa la dimostrazione.

Osservazione- |l sistema (1 completamente raggiungibile e completamente contit@lab
in [tg, t1], vale ci@ la condizioneR ™ (tg, t1,0) =R~ (to,t1,0)="R"™ quindi anche la
condizioneR ™ (tg, t1,x) =R~ (o, t1,x) =R" per ogniz € R", se e solo se la matrice
P(tg,t1) (39) € non singolare (definita positiva).

Controllo fra due stati assegnati: Assegnati due staty,, edx, del sistema (4.1)
determinare una funzione di ingress@) che determini la transizione fra e x; in [tg, t1].
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Soluzione:La funzione di ingresso che determina tale transizetestessa che determina
la transizione fra I'origine e lo state, =x, — ®(t1, tg) xo, quindi perclé il problema
ammetta soluzione, deve essepe= R (g, t1,0). Per la (41) si pa assumere

u(t) = BT (t) @ (t1,t) P*(to, t1) 2, tE[to, 1] . (42)

Tale legge di controll@ quella che corrisponde alla minima norma euclidea dedifersullo
stato finale desiderato; quando questo non sia raggiungibilexga

Sistemi a tempo discreto

Per i sistemi discreti (18) si ottengono, in maniera debtattaloga, | seguenti risultati:

R*(4,4,0) = im P(j,1) (43)
R™(4,1,0) = ©7'(i, ) im P(j, i) (44)
in cui conP( 7,4 ) siindica la matrice simmetrica semidefinita positiva
1—1
P(j,i) =) ®(i,k+1) Ba(k) Bj (k) ®" (i, k+1) . (45)
—JF k=j
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Il problema del controllo fra due stati assegnatiedx; nell'intervallo | j, ¢ | si risolve
mediante il controllo

u(k) = By (k) @' (i, k+1) PT(j,i) 2, kelj,i—1] (46)
ovexo=x1—P(i,7 ) x
3.5 Osservabild e ricostruibilia

Proprieta — Come per ogni sistema dinamico la osservabiht|ty, t;| implica, nei sistemi
lineari, la ricostruibilifi in tale intervallo. La ricostruibilé in [¢g, ¢1] implica poi la
osservabilid nello stesso intervallo nei sistemi continui.

Proprieta — Un sistema lineare diagnosticabile (o incasellal@lanche completamente
osservabile (o ricostruibile).

Dimostrazione: In base alla propria@tdi scomposizione della risposta, sogcrivere

E (to,tl, ) = {iC . ’7' to,ZC O)—I—’Y(T to,o ’LL( )), TE[to,tl]}
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Posto
) ) yl(t) — ’Y(t,t0,0,U())
SI ottiene

™ (toy t1,u(),y()) = € (to, 11,0, y() =1 () = € (t0,11,0,90())  (47)

incuiy(-)=y(-)—y1(-) € larisposta libera, dipendente unicamente dallo stdtstalitet,.
Dalla propried di scomposizione del moto si ottiene poi

ET (to, t1,u(-),y(-)) = ®(t1,t0) € (to,t1,0,90(-)) + {@(t1,t0,0,u(-))}  (48)

Se l'insieme (47) contiene un solo element®, avviene anche per I'insieme (48), mentre
I'inverso vale solo se la matricé(¢,¢y) € non singolare, in particolare quindi per i sistemi
continui. Se gliinsiemi (47) e (48) contengono un solo eletmecio avviene poi
indipendentemente dall'ingresso).

Proprieta— Nel caso dei sistemi lineari gli insierii (¢g,t1,0,0), £1(to, t1,0,0) sono
sottospazi dit’.

Dimostrazione: L'insieme &~ (g, t1,0,0) € un sottospazio in quanto spazio nullo della
trasformazione lineare d& a )y che associa ad ogmic X y(7)="~(7,t0,z,0), 7 € [to, t1].
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L'insieme & (tg,t1,0,0) € un sottospazio essendo il trasformato del precedentadeta
trasformazione lineare d& a X espressa dalla matrice di transiziohg, ).

Per la propried di linearita della risposta con ingresso nullo siogooi stabilire il seguente
risultato.

Proprieta — Nel caso dei sistemi lineari I'insieng&™ (¢, ¢1, 0, yo(+)) € la varie& lineare
somma di uno stato iniziale arbitrario corrispondente idposta liberay(-) in [tg, 1] € del
sottospazi& ~ (tg, t1,0,0), 'insieme&™ (to, t1,0, yO(-)) e la varieh lineare somma di uno
stato finale arbitrario corrispondente alla risposta Blg(-) in [y, t1| e del sottospazio
ET(to,t1,0,0).

| sottospazi di inosservabiditt ~ (¢, t1, 0, 0) e di non ricostruibilia £ (g, 1,0, 0) possono
essere calcolati in base al teorema seguente.

Teorema- | sottospaz€ ~ (tg,t1,0,0) edE™ (¢, t1, 0,0) del sistema (1) sono

5_(t07t1707 O) — kerQ(t()atl) (49)
g—l_(thtlaOa O) — (I)(tlat()) kerQ(t()atl) (50)
| o
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oveQ(tg,t1) € la matrice simmetrica semidefinita positiva

Qlto. 1) = / BT (1. 19) CT(7) C(7) B(r to) dr (51)

to

Dimostrazione: Percle risulti
yO(t) = C(t) (I)(t, to) Ty = 0 Vte [tO, tl]

e necessario e sufficiente, in base al Lemma visto in prezagdeher € ker Q (%o, t1).
D’altronde, se lo stato iniziale, appartiene am Q(tq, t1), €SS0 Si pa determinare
univocamente dalla risposta libeyg(t). Si consideri infatti la relazione

ro=Q" (to,t1) Q(to,t1) xo € Vi si sostituisca la (51), ottenendo

$0:Q+(t0,t1)/1(I)T(T,t0)CT(T) C(T) (I)(T,to)zodT

to
cioe £
v = Q" (tot1) [ 87 (7.t0) CT(r) o(r) dr (52)

to
La (50) discende poi immediatamente dalla (48).

. ey

=
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Corollario — Il sistema (1 completamente osservabile e ricostruibil&int,| se e solo se
la matriceQ (%, t1) (51) € non singolare (definita positiva).

Osservazione dello stato inizialeAssegnate le funzioni(-), y(-) del sistema (1)
nell'intervallo [ty, 1], determinare lo stato iniziale.

Soluzione: Si determina anzitutto la risposta libera

t

yo(t) = y(t) — C(1) / D(t,7) B(r) u(r) dr — D(t) u(t)

0
e siimpiega la (52). Per le propreetiella pseudoinversa, il secondo membro della (52)
fornisce direttamente la proiezione dello stato inizialecomplemento ortogonale di
£~ (to,t1,0,0), proiezione che coincide ca se il sistema completamente osservabile.
Il problema della ricostruzione dello stato finaleo della sua proiezione, sul
complemento ortogonale di* (¢, t1,0,0) se il sistema nog completamente ricostruibile
si risolve in maniera analoga. Se il sistemmaompletamente osservabile,eige il problema
della determinazione dello stato iniziale ammette un‘amicluzione, mediante la relazione
(13) scritta pet =t1, si pw dedurrer; notox,.

—J>
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Sintesi di un osservatore dello state- La determinazione dello stato iniziale o dello stato
finale di un sistema lineare non stazionari@ @ssere effettuata utilizzando un elaboratore
che risolva un sistema di equazioni differenziali. Si cdesiinfatti il sistema aggiunto di
(1) dato da

p(t) = —AL () p(t) + C () yo(t) (53)
che, risolto inty, t1] con condizione iniziale(ty) =0, fornisce (essendo
U(ty,tg) = D1 (tg, 1))

t1

p(ty) = / 1 U(ty,7) CT (1) yo(r) dr = @T(to,tl)/ &1 (1,t0) CT (1) yo (1) dr .

to to
Per confronto con la (52), nell’ipotesi che il sistema simpetamente osservabile (matrice
Q(to, t1) invertibile) si deduce lo stato iniziale

zo = Q™ (to, t1) Y (to, t1) p(t1) - (54)
L'osservazione o la ricostruzione dello stato si possoabzzare utilizzando innanzitutto

un dispositivo in linea costituito da un modello del sistgpail cui stato iniziale sia lo stato
Zero.

—J>
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Si determina cada risposta forzatg; (-), che, sottratta all’'uscita, fornisce la risposta libera
yo(-), che, a sua volta, costituisce I'ingresso del sistema aggi{b3), la cui soluzione con
condizione iniziale nulla fornisce il valorgt, ) da utilizzare nella (54) per determinare lo
stato iniziale. Lo stato finale poi dato dall’espressione

Il = (I)(tla tO) Q_l(t()) tl) \Ij(t(b tl)p(tl) + gp(tla tO) 07 'LL())
ovep(ti,tg,0,u(-)) e il valore finale del moto forzato.

Sistemi a tempo discreto

Per Il sistema discreto (18) si ottengono, in maniera dé&b traloga, | seguenti risultati:

g_(]77’7070) :kerQ(],z) (55)
E7(4,4,0,0) = @(i,j ) ker Q(j, ) (56)
In cui Q( 7,7) e la matrice simmetrica semidefinita positiva
Qj,i) =Y ®"(k,j)CF (k) Calk)D(k,j). (57)
I k=3
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Il problema della determinazione dello stato iniziale(o della sua proiezione sul
complemento ortogonale i ( j,4,0,0) se il sistema nog completamente osservabile),
date le funzioniu(-), y(:) in | j, 4], si risolve impiegando le relazioni

&

yolk) = y(k) — Calk) 3" B(k, h+1) Ba(h) u(h) — Da(k)u(k), k€ [j.i]  (58)

J

>
I

ro = QT (j,1 Z@Tkwcd(k) o(k) - (59)
k=j

3.6 Stabilit

La linearia comporta notevoli conseguenze anche in relazione abdistia Valgono infatti,
per i sistemi lineari, le seguenti propiet

Proprieta— Se un moto di un sistema lineatkee stabile (asintoticamente stabile) rispetto a
perturbazioni dello stato iniziale, anche qualunque atiodo diX lo e.
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Dimostrazione: A causa della lineardt dellayp, nelle (6) e (7
loz1(8)]] = ll(t, to, 021 (t0), 0) ], (60)
funzione del tempo indipendente @&) e u(-).

Proprieta— Se un moto di un sistema lineaxee stabile rispetto a perturbazioni
dell'ingresso, anche qualungue altro motado e.

Dimostrazione: A causa della lineast dellap, nella (8)e
16z ()] = [ (2 Lo, 0, du(-)) |, (61)
funzione del tempo indipendente @&) e u(-).

Nel caso dei sistemi lineari si pwpertanto parlare di stabgitel sistemanzicle di stabilit
di un particolare moto.

Proprieta — Se un sistema lineabe e stabile rispetto a (piccole) perturbazioni dello stato
iniziale e dell’ingresso, essostabile per variazioni dello stato iniziale e dell’inggesli
gualungue valore finito.

—J>
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Dimostrazione: Essendo i secondi membri delle (60, 61) lineari rispetiedty) € du(-),
le condizioni||dx1(to)|| <an e||du(-)| < an, cona reale positivo arbitrario implicano le
relazioni||dx1(t)|| < e, [[0x2(t)|| < ae, t > tp.

Nel caso dei sistemi lineaé pertanto sufficiente che un moto qualungque sia asintoéngam
stabile rispetto a perturbazioni dello stato iniziale patep affermare ché sistemae
globalmente asintoticamente stabile. Péitd stabilia nel caso dei sistemi lineari non
dipende dal particolare stato di equilibrio o dal particelmoto cui ci si riferisce, conviene,
per semplicid, riferirsi sempre allo stato zero, chdali equilibrio. Le definizioni di stabilg
possono essere riformulate, per i sistemi lineari , comaeseg

Definizione— Il sistema lineare (19 stabilepert > t, se per ogni >0 esiste um >0 tale

che
Jz(to)ll <n = |=z@)] <e Vi>to, (62)

asintoticamente stabilee, oltre alla (62), vale la condizione

lim [lo(t)]| = 0.

A.A. 2010/11-p. 31/37



La stabilia del sistema (1) pupoi essere espressa in termini di progriéella matrice di
transizione; valgono al riguardo i seguenti teoremi.

Teorema-— Il sistema lineare (1¢ stabile pet > t, se e solo se esiste un numero reiale

tale che sia
H(I)(t,to)H < M<oo Vt>t. (63)

Dimostrazione— Sufficienza: dalla relazione

x(t) = O(t, tg) x(to)
Si ricava, per le norme,
@) < [[ (2, o)| |(Lo)[] < M [lz(to)]| ;
z(to)|| <m.
Necessu: se la (62) in un istante none soddisfatta per alcun valore &, dato che
gualungue norma di matrice soddisfa la condizione

A< >0 lagl,

i=1 j=1
esiste almeno un elementg; (¢1, o) di ®(¢1,tp) non limitato in modulo.

—J>

qualora si scelga=¢/M, si deduce ch@z(t)|| <e, t >, see

7 |
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Assumendo uno stato inizialgt,) con laj—esima componente uguale @aeé le altre nulle,
si ottiene une(t1) con lai—esima componente non limitata, €ionz(¢;) non limitato in
norma qualungue sia il valore gl Il sistema non risulta quindi stabile.

Teorema-— Il sistema (1)e asintoticamente stabile pep ¢, se e solo se soddisfatta la
(62) e, inoltre,

lim (¢, to)]| = 0. (64)

t—00

Dimostrazione— Sufficienza: siay=||z(¢g)||. Essendo

lz ()l < 1B, to)ll lz(to)]] = 122, o) 7, (65)

se vale la (64) I'origine del sistema e quindi il sisteeasintoticamente stabile.

Necessi: poicle per un'opportuna scelta dity) la (65) vale con il segno di eguaglianza,
se non fosse soddisfatta la (64) non potrebbe risuliare.. .. ||z(t)||=0 per ognix(t,) tale
che sid|x(tg)|| > 0.
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Nei sistemi lineari la stabilé rispetto a variazioni dell'ingresso non dipende dal paldire
stato di equilibrio o dal particolare moto cui ci si riferessede quindi possibile dare la
seguente definizione per la stalailitl.s.I.

Stabilita i.l.s.l. — Il sistema (4.1) si dicsetabile rispetto a perturbazioni della funzione di
Ingressoo stabile ingresso limitato - stato limitateert > t; se per ogne > 0 esiste un
n >0 tale che se ||u(t)|| <n, t >tg, risulti

t
lx(@®)|| = || [ @, 7)B(r)u(r)dr|| <e Vt>tg. (66)
to
Teorema-— Il sistema lineare (1¢ stabile i.l.s.l. se e solo se
t t
|V (t,7)||dr = [ ||®(,7)B(r)||dT < M <o ViE>ty. (67)
to to

Dimostrazione— Sufficienzae

lz(®)]] = H/t@(t,T)B(T)U(T) drfl < [V 1) [[u(r)]ldT,

to
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ed essend@u(t)|| <n, t >tg, Si ottiene||x(t)|| < Mn, t > ty. Basta pertanto assumere
n=¢/M percle valga la (66).
Necessi: se la (67) no® soddisfatta, c®se esiste un valore del tempo tale che
I'integrale b
| v olar
to
non sia limitato, per almeno una coppia di indicj I'integrale

t1
/ "Uij(tl,TﬂdT

to
none limitato. Infattie

t1 ti M p
/ Vit ldr < [ 33 ot 7)) dr
to to r=1s=1
n p tq 1
:ZZ/ Vs (t1, 7)| d7 gnpsup/ s (t1, )| A
r=1 s=1" 10 ™S Jito
| ‘r“:n
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Si assuma la funzione di ingress() con laj—esima componente definita dalla relazione

u;(t) = nsign (vi;(t1,1))

e le altre componenti identicamente nulle. Essendo
t1

zi(t1) Z/tl Uij(tlaT)uj(T)d’T:??/ [vij(t1, 7)| dT |

to to
per tale funzione di ingresso 1aesima componente diz; ) none limitata, ci@ z(¢;) nonée
limitato in norma qualunque sia il valore glie quindi il sistema noe stabile i.l.s.1.

Stabilita i.l.u.l. — Il sistema (1) si dicstabile ingresso limitato - uscita limitageert > t,
se per ognk > 0 esiste um > 0 tale che séu(t)|| <n, t >to, risulti
t
ly(8)]l = HC(t)/ O(t,7) B(r)u(r)dr + D(t)u(t)|| <e Vi=to.  (68)
to
Teorema-— Il sistema lineare (1¢ stabile i.l.u.l. pet > ¢y se e solo se
t t
/ |\W(t,7)||dr = / |C(t) ®(t, ) B(r)||dT < M < 0. (69)
to to
=
| ‘r“:n
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Si pw usare per la dimostrazione un procedimento del tutto gnaauello impiegato per

Il Teorema precedente, salvo che occorre considerare #isgbatuale azione diretta sul
controllo tramite la matricé(¢). Cio non comporta alcun problema, in quanto tale matrice
viene supposta limitata in norma per ogni

| risultati precedenti, che fanno riferimento a sisteme&n non stazionari continui del tipo
(1), possono essere estesi ai sistemi discreti del tiposdi®a variazioni di rilievo.
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